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有 一 个 古 者 的 着 脐 悖 论 , 是 这 样 说 的 ; 

“一 粒 种 子 肯 定 不 叫 一 堆 ， 两 粒 也 不 是 ， 三 粒 也 不 
是 …… 男 一 方面 ， 所 有 的 人 都 同意 ， 一 亿 粒 种 子 肯定 叫 一 
堆 . 那么 , 适当 的 田 限 在 哪里 ? 我 们 能 不 能 说 ，325647 粒 
种 子 不 叫 一 堆 而 825648 粒 就 构成 一 堆 ?” 

确实 ,“ 一 粒 ” 和 “一 堆 ” 是 有 区 别 的 两 个 概念 。 但 是 , 它 
们 的 区 别 是 逐渐 的 , 而 不 是 突变 的 ,两 者 之 问 并 站 存在 明确 
的 界限 。 换 外 话说 ,，“ 一 堆 ” 这 个 概念 带 有 菜 种 程度 的 模 业 
性 ， 类 似 的 概念 , 如 年 老 . 高 个 子 、 很 大 、 很 小 聪明、 价 麻 物 
美 全 学, 不胜 枚 举 ， 

在 人 们 的 实际 生活 和 工作 中 , 能 不 能 完全 避免 模糊 性 ? 
为 了 回答 这 个 问题 ， 你 只 要 找 上 几 位 好 朋友 聚 在 一 起 ， 那 
么 ,除非 见面 后 就 埋头 演算 数学 习题 , 否则， 用 不 上 说 儿 和 多 
话 ,保证 得 用 上 上 述 那 类 模糊 概 念 ， 

粮 砚 和 模糊 ， 是 一 对 矛盾 .根据 不 同情 况 有 时 要 求 精 
确 , 有 时 要 求 模 糊 。 条 估 拓 中 下 让 夫人 多 “ 折 训 

。、 了 了 ， 


总 攻 .2” 这 就 筷 套 了 . 这 时 ,一 定 要 求 精确 : “月 义 日 清晨 
六 时 正 发 起 总 攻 .> 各 个 阵地 的 指挥 员 还 要 对 对 表 ,生怕 出 
个 半分 十 秒 的 误差 但 是 , 物 极 发 反 ， 如 果 事 事 要 求 精确 ， 
入 们 就 简直 没有 办 法 顺利 地 交流 思想 一 一 两 人 见面 ， 问 : 
《你 好 吗 ?” 可 是 ， 什么 叫 " 好 ”， 又 有 谁 能 给 个 精确 的 定义 ? 

有 些 现象 本 质 上 就 是 模糊 的 ， 如 果 硬 要 使 之 精确 ， 自 
然 难 以 符合 实际 ， 例 如 ， 考核 学 生成 绩 , 规定 满 60 分 为 合 
格 . 但 是 ,59 分 和 60 分 之 间 究 竟 有 多 大 差异 , 以 到 一 分 之 
其 要 区 别 为 及 客 和 不 及 格 ? 根 据 是 很 不 充分 的 . 

另 一 方面 , 有 些 现 象 是 精确 的 , 但 是 ， 适当 地 模糊 化 可 
能 使 问题 得 到 简化 ， 灵 活性 大 为 提高 ， 例 如 ， 在 地 里 摘 玉 
米 , 若 要 找 一 个 最 大 的 ， 那 很 麻烦 , 而 且 近 平 迁 腐 ， 我 们 必 
须 把 玉米 地 里 所 有 的 玉米 都 测量 一 下 ， 再 加 以 比较 才能 确 
定 . 它 的 工作 量 和 玉米 地 面积 成 正比 . 土地 面积 越 大 ， 工 
作 越 困难 . 然而 ,只 要 稍为 改变 一 下 问题 的 提 法 ; 不 要 求 找 
最 大 的 玉米 ,而 是 找 比 较 大 的 ， 即 按 通常 的 说 法 ， 到 地 里 搞 
个 大 玉米 ， 这 时 ， 问题 从 精确 变 成 了 模糊 ,但 同时 也 从 不 必 
杰 的 复杂 变 成 意外 的 简单 , 挑 不 多 的 几 个 就 可 以 满足 要 求 . 
工作 量 其 至 和 土地 面积 无 关 ， 因 此 ， 过 分 的 精确 实际 成 了 
迁 腐 ,适当 的 模糊 反而 灵活 . 

很 奇怪 的 是 , 直到 本 世纪 中 期 ,人们 还 一 直 把 模糊 看 成 
贬义 词 . 认识 到 模糊 性 的 重要 和 积极 意义 ， 是 科学 史上 的 
一 件 大 事 . 这 个 功绩 属于 美国 著名 科学 家 查 德 (L. A. 
Zadeh) 教授 . 查 德 在 五 十 年 代 从 事 工程 控制 论 的 研究 , 六 
。8 . 


十 年 代 初 期 转 而 研究 多 目标 决策 问题 ， 长 期 以 来 ， 图 绕 决 
策 、 控 制 及 其 有 关 的 一 系列 重要 问题 的 研究 , 应 用 传统 数学 
方法 和 现代 电子 计算 机 解决 这 类 问题 的 成 败 得 失 ， 使 查 德 
逐步 意识 到 传统 数学 方法 的 局 限 性 、 他 指出 : “在 人 类 知识 
领域 里 ， 非 模糊 概念 起 主要 作用 的 唯一 部 门 只 是 古典 数 
学 ”, “如果 深 入 研究 人 类 的 认识 过 程 , 我 们 将 发 现 人 类 能 运 
用 模糊 概念 是 一 个 巨大 的 财富 而 不 是 包 被 。 这 一 点 ， 是 理 
解 人 类 管 能 和 机 器 智能 之 间 深 奥 区 别 的 关键 . ”精确 的 概念 
可 以 用 通常 的 集合 来 措 述 ， 模 精 概念 应 该 用 相应 的 模糊 集 
仓 来 描述 。 查 德 抓 住 这 一 点 ， 首 先 在 模糊 集 的 定量 描述 上 
取得 突破 。 可 以 把 查 德 的 工作 和 他 的 前 辈 的 工作 做 一 些 联 
想 ， 

十 七 世纪 ， 和 牛顿 和 菜 布 尼 兹 发 明 微 积 分 ， 应 用 这 一 新 
方法 成 功 地 解决 了 一 系列 重要 间 题 。 上 至 天 文 地理 ， 下 至 
日 常生 活 ,数学 的 影子 无 处 不 在 ,使 人 们 不 禁 惊 以 : 大 自然 
是 用 数学 说 话 。 有 神 论 者 说 造物 主 是 数学 家 . 

然而 , 到 本 世纪 五 十 年 代 , 著名 数学 家 被 普 为 电子 计算 
机 之 父 的 冯 ， 诺 依 曼 (Von Neumann) 深入 地 研究 了 电子 
计算 机 和 人 脑 功 能 的 异同 ,在 他 最 后 一 本 和 遗 作 里 断言 : “人 
脑 的 语言 不 是 数学 的 语言 总 

十 年 后 , 即 1965 年 , 查 德 首次 明确 而 系统 地 提出 模糊 集 
的 概念 , 实际 上 是 企图 指出 : 人 脑 的 语言 可 能 是 模糊 语言 . 

当然 ,这 个 答案 还 远 未 完成 ， 但 是 ,经 过 二 十 年 的 努 
力 , 已 经 可 以 看 出 , 这 方面 研究 取得 的 宝贵 进展 ， 不 仅 丰 富 
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了 经 典 的 数学 理论 ， 而 且 对 开拓 电子 计算 机 新 的 应 用 领域 
以 至 新 型 计算 机 的 研制 都 有 重要 的 推动 作用 . 

电子 计算 机 间 世 才 四 十 多 年 ， 其 影响 所 及 记 布 世界 各 
个 角落 、 科 学 家 预言 ,到 本 世纪 末 , 它 将 渗透 人 类 生活 的 一 
切 重要 领域 ， 以 电子 计算 机 及 其 相关 技术 的 广泛 应 用 为 主 
要 特征 的 新 技术 革命 ， 不 仅 导 致 国民 经 济 的 发 展 和 物质 生 
产 水 平 的 提高 ,而 且 将 影响 整个 社会 的 变化 , 迎 来 信息 社会 
的 明天 ， 但 是 ,到 目前 为 止 , 最 先进 的 计算 机 也 还 存在 一 个 
根本 使 陷 , 即 不 具备 人 脑 所 特有 的 模糊 推理 、 模 糊 决 策 的 能 
力 ,不 能 像 人 那 祥 处 理 用 自然 语言 表达 的 知识 ,不 能 像 人 屠 
样 做 近似 推理 ， 也 不 能 用 自然 语言 与 人 对 话 、 这 些 计 算 机 
能 准确 地 控制 飞盘 登 月 ， 却 无 法 识别 人 的 音 容 笑 遂 。 在 某 
种 六 义 上 说 , 其 “智能 2 水 平 不 及 一 个 机 儿 。 事实 上 , 把 目前 
全 世界 所 有 的 超大 型 计算 机 动员 起 来 ， 也 解决 不 了 诸如 要 
儿 识 别 母 素 这 样 一 些 看 起 来 十 分 简单 的 问题 .解决 这 些 问 
题 ,要 求 计算 机 具备 处 理 模 糊 信息 的 能 力 , 从 而 要 求人 们 对 
模糊 概念 、 模 糊 推 理 进 行 深入 的 研究 ， 这 些 问题 的 解决 必 
将 使 计算 机 的 发 展 出 现 根本 性 的 突破 ， 导 至 新 一 代 计 算 机 
即 乱 能 计算 机 的 诞生 . 

谁 能 在 新 一 代 计 算 机 的 研究 中 领先 ， 谁 就 站 在 新 技术 
革命 的 最 前 列 , 谁 就 将 在 世界 经 济 科学 、 文 化 、 国 防 等 各 方 
面 居于 领先 地 位 ， 、 

如 果 同 意 这 个 观点 ， 你 就 会 对 这 门 被 称 为 “模糊 数学 ” 
的 学 科 发 生 兴趣 ,对 它 的 重要 性 有 了 认识 。 
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末了 ， 我 们 对 模 鸯 数学 这 个 堂 科 的 名 黎 说 儿 各 话 。 这 
个 名 称 也 许 容 易 使 人 产生 误会 ， 怎么 把 数学 这 门 学 科 搞 成 
模 模 糊 炊 的? 模糊 数学 当然 不 是 模 模 类 糊 的 学 科 ， 它 是 以 
数学 手段 分 析 与 处 理 模 糊 性 事物 的 学 科 ， 所 以 当初 如 果 把 
这 个 外 来 词 (Fuzzy Mathematios) 译 成 “ 横 糊 性 数学 "或许 ， 
更 贴切 些 、 
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一 集合 和 逻辑 


这 一 章 带 有 复习 性 质 ， 有 些 读者 可 能 感到 前 两 闻 讨 论 
的 内 容 和 中 学 教材 重复 ,不 过 ,适当 的 重复 有 时 也 是 必要 的 ， 


1 集 合 


进入 高 中 , 我 们 在 代数 课 里 就 接触 到 了 集合 的 概念 . 直 
观 地 理解 集 仓 的 概念 并 不 困难 ， 例 如 ， 我 们 学 校 的 全 体 师 
生 员工 组 成 一 个 集合 ， 某 个 图 书馆 拥有 的 全 部 书刊 组 成 一 
个 集合 , 全 体 正 整数 组 成 一 个 集合 , 此 时 此 刻 全 世界 满 十 八 
周岁 的 人 组 成 一 个 集合 , 方程 2 一 42 十 8 一 0 的 根 组 成 一 个 
集合 , 等 等 ， 一 般 地 说 , 我 们 把 具有 某 种 性 质 的 事物 的 总 体 
叫做 集合 , 通常 用 大 写 拉丁 字母 4, B, 0, … 表示 ; 构成 集 
合 的 这 物 叫做 元 素 , 通常 用 小 写字 母 w 3, c,… 表示 ， 
这 里 , 需要 注意 的 是 , 我 们 所 谈 型 的 任何 一 个 集合 , 它 
所 包含 的 元 素 都 是 确定 的 ， 换 句 话说 ,对 任 甸 一 个 元 素 , 它 
或 者 属于 这 个 给 定 的 集合 , 或 者 不 局 于 ,二 者 只 能 将 一 ;是 
，。 了 ， 


完全 确定 的 ， 
如 果 a 是 某 个 集合 4 的 一 个 元 素 , 则 称 元 素 “ 属于 集 
合 4, 以 
acE4 
表示 , 读 作 “a 属于 4”. 如 果 ? 不 是 集合 4 的 元 素 , 则 称 元 
素 5 不 属于 集合 4, 以 
bEA 或 564 
表示 , 读 作 “5 不 属于 4 
确定 一 个 集合 最 直接 的 办 法 是 把 集合 的 全 体 成 员 列 举 
出 来 ， 例 如, 以 4 表示 某 校 高 二 (2) 班 学 生 的 集合 , 则 这 班 
的 学 生 名 册 就 确定 了 集合 4. 我 们 知道 , 每 位 任课 教师 都 
有 这 人 么 一 个 名 册 ， 在 册 的 都 是 高 二 (2) 更 的 学 生 , 不 在 册 的 
就 不 是 . 这 种 确定 集合 的 办 法 叫 列举 去 .用 列举 法 确定 集合 
时 ， ,往往 就 把 集合 的 元 素 全 司 在 大 请 呈 站 于 是 
{1, 8， 分 
表示 1, 8, 4 这 三 个 数组 成 的 集合 ， 同 样 
{ 张 三 ， 李 四 } 
表示 由 张 三 , 李 四 这 两 人 组 成 的 集合 . 
列举 法 的 好 处 是 可 以 具体 看 清 集 合 的 元 素 ， 比 较 直 
观 ， 但 是 , 当 集 合 中 元 素 的 数目 很 大 时 , 就 显得 累 袭 ”如果 
元 素 的 数目 是 无 限 多 , 它 就 更 不 适用 ， 因 此 , 有 时 我 们 还 需 
要 用 描述 法 ， 即 用 描述 集合 元 素 所 特有 的 公共 属性 米 确 定 
这 个 集合 ， 具 有 这 属性 的 元 素 属于 这 个 集合 ， 否 则 就 不 属 
于 ， 用 描述 法 表示 集合 时 , 可 以 在 大 括号 内 先 写 上 这 个 集 
。 2 ， 


合 的 元 素 的 一 般 形 式 , 再 划一 条 竖 线 , 在 竖 线 右边 写 上 这 个 
集合 元 素 的 公共 属性 ， 如 
{zl22 一 4 十 3 一 0 
囊 示 “方程 2 一 4w 十 8==0 的 根 ” 组 成 的 集合 ， 
{vo| lw%—2[<8, ER} 
家 示 “ 与 2 的 差 的 绝对 值 小 于 3 的 全 体 实数 ”组 成 的 集合 ， 
其 中 表示 实数 集 ， 有 时 , 为 简单 起 见 , 也 可 省 去 竖 线 及 
其 左边 部 分 , 于 是 
{直角 三 角形 } 

就 表示 直角 三 角形 的 集合 . 

列举 法 和 描述 法 各 有 特点 ， 在 实际 研究 中 , 采用 哪 一 
种 表示 方法 ， 要 根据 具体 问题 来 确定 . 例如 ， 暂 时 只 知道 
元 素 的 性 质 的 集合 , 只 好 用 描述 法 表示 ， 如 用 妃 表 示 方 程 
w?4w 十 8 一 0 的 根 的 集合 

B={%|e’—4dr+8=0}. : 
在 没有 求 出 这 个 方程 的 根 以 前 , 只 好 这 样 表示 、 但 是 , 求 出 
这 个 方程 的 根 以 后 , B 当然 可 以 更 直观 地 用 列举 法 表示 , 即 
B=1{1, 8}. 

在 小 学 算术 和 中 学 代数 里 ， 我 们 通过 对 “ 数 ” 之 闻 的 大 
小 关系 及 其 运算 的 讨论 来 研究 数 的 性 质 . 现在 , 同样 需要 通 
过 对 “集合 ”之 闻 的 关系 和 运算 的 讨论 来 研究 集合 的 性 质 . 

定义 1 设 4 和 8B 是 两 个 集合 ,如 果 4 中 的 任何 一 个 
元 素 都 是 B 的 元 素 , 则 称 4 是 B 的 子 集 , 记 作 

ACB 或 8B 和 224, 


恋 作 “4 包含 于 B” 或 “B 包含 A” 

如 果 4 不 是 五 的 子 集 ， 即 4 中 至 少 有 一 个 元 素 不 局 

于 也 , 则 可 记 作 
A 生 B 或 BRA. 
读 作 “4 不 包含 于 B” 或 <B 不 包含 A” 

定义 2 设 4 和 也是 两 个 集合 , 如果 4 中 的 任何 一 个 
元 素 都 是 卫 的 元 素 ， 同 时 B 中 的 任何 一 个 元 素 也 是 4 的 
元 素 , 则 称 4 和 B 相 等, 记 作 

A=B. 

如 果 4 中 至 少 有 一 个 元 素 不 在 召 中， 或 者 B 中 至 少 

有 一 个 元 素 不 在 4 中, 则 称 4 和 B 不 相等 , 记 作 
A 区 B， 

两 个 集合 相等 , 意味 着 这 两 个 集合 包含 着 相同 的 元 迪 . 
根据 定义 , 要 证 明 两 个 集合 4 和 B 是 相等 的 , 必须 证 届 

(1) 4 中 任何 一 个 元 素 都 是 B 的 元 素 ; 

(2) 也 中 任何 一 个 元 素 都 是 4 的 元 素 . 

初 昕 起 来 , 这 好 象 是 不 必要 的 绕 圈子、 但是, 这 种 “ 绕 豆 子 ” 
确实 是 验证 两 个 集合 相等 的 唯一 办 法 ， 

定义 8 ”不 包含 任何 元 素 的 集合 叫 作 空 集 , 以 J 表示 . 

定理 1 设 4 是 任意 一 个 集合 , 则 有 名 叶 4， 即 空 集 
是 任意 集合 的 子 集 ， 

证 明 用 反 证 法， 车 弛 生 4, 由 定义 , 2 中 至 少 有 
个 元 素 不 属于 4, 但 好 不 包含 任何 元 素 , 这 是 矛盾 的 ， 也 以 
有 EA4, 

。 4， 


也 许 你 会 认为 空 集 既 然 是 “ 空 ”的 , 什么 都 不 包含 ,因此 
就 无 中 轻重 这 就 错 了 ， 事 实 上 ， 空 集 不 仅 重 要 (请 回忆 算 
术 中 数 零 的 作用 ! ), 有 时 还 很 招 人 喜欢 ， 例 如 , 我 们 刚 参加 
一 场 考试 ， 用 4 表示 在 这 场 考 试 中 成 绩 不 合格 的 人 的 集 
合 ， 如 果 4= 人 好 ,于 是 大 家 一 定 都 非常 高 》 

定义 和 4 设 和 4 BB 是 两 个 集合 ， 由 所 有 属于 4 县 属于 
昌 的 元 尝 廊 组 成 的 集合 , 叫做 4、B 的 交集 , 简称 4、B 的 
交 , 以 ANB 表示 , 即 

ANB={v|z€EA HEB}. 

定义 5 设 4. 了 3 是 两 个 集合 .由 所 有 属于 4 或 属于 卫 
的 元 素 所 组 成 的 集合 , 岂 做 4 了 3 的 并 集 ， 简 称 4,B 的 并 ， 
以 4UB 表示, 即 

4UB=fzlzE4 或 <EB}. 

为 了 讨论 补 运算 ， 需要 引进 全 集 的 概念 . 

一 般 说 来 , 当 我 们 进行 实际 研究 时 , 总 是 围绕 著 某 个 确 
定 的 主题 ， 与 之 无 关 的 事物 我 们 就 不 涉及 . 例如 , 平 画 几 何 
研究 的 就 是 平面 上 点 的 集合 ， 通 常 拒 所 要 研究 的 事物 的 全 
体 昌 和 做 全 集 , 也 叫 论 域 ， 我 们 只 在 论 域 的 范围 内 讨论 问题 

论 域 通 常用 大 写 拉 丁字 母 工 FJ 等 表示 . 
| ay 设 六 为 论 域 ， 对 任意 集合 4SD, 由 如 中 所 

:属于 4 的 元 素 组 成 的 集合 叫做 和 4 在 论 域 口 中 的 补 集 ， 

到 信和 4 的 补 , 记 作 4, 即 
4={tzlzEIT Hv4A}. 
可 以 证 明 , 对 任意 集合 4, 8, OSV, 有 


ba 


:85》 德 .摩根 律 


.31) 等 者 律 
AUA=4 
4n4=4 
.8S2》 交换 律 
AUB=BUA4 
ANB=BNA 
.S88) 结合 律 
(AUB)UO=A4AU (BUO) 
(4NB) NC=AN (BNO) 
:S4) 分 配 律 
AN (BUO) = (4NBU(ANO) 
AU (BNO) = (A4UB)N(AUO) 


(AUB)=ANB 


B88) 补 余 律 
AUA=U 


ANA=@ 
严格 证 明 这 些 性 质 , 要 用 前 面 介绍 的 “ 绕 圈子” 的 办 法 . 
不 过 ,我 们 宁可 利用 一 些 具 体例 子 来 说 明 , 这 将 更 直观 而 易 
于 接受 ， 
[ 例 习 论 域 口 ={a, 2 9, 则 习 的 全 部 子 集 是 
U={g, b, ce} 
A= {ao, b} 
B= {0, c} 
O={g, c} - 
D= {0} 
B={2} 
F={c} 
a 
容易 看 出 ANB={6} = 
ANO={6}=D 
(A4NB)U(ANO)=EUD={a, 8}=4 
另 一 方面 BUO={a, b,c}=U 
AN(BUO}=ANU=4 
其 AN(BUC)=(4NB)U (A4NO) 
这 就 是 84 和， 其 他 性 质 都 可 类 似 地 进行 验证 
[ 鲍 用 和 矩形 表示 论 域 吕 。4, B, O 三 个 集合 分 别 
用 和 矩形 内 的 三 个 图 表示 ， 这 就 是 所 谓 的 韦 恩 (Venn) 图 (图 
1), 


7 。 


阴影 部 分 为 4 人 1B 明 影 部 分 为 A4nG 


阴影 部 分 表示 为 如 下 关系 : 
AN (BUO) = (A4NB)U (ANG) 


图 二 


2 了 贞 射 、 直 积 和 关系 


在 中 学 代数 里 ,介绍 了 所 谓 “ 喘 射 " 的 概念 . 
定义 7 设 4, B 是 两 个 集合 ， 如 果 按 照 某 种 对 应 法 


bd 8 . 


se 


别 7 ， 对 于 集会 4 中 的 任何 一 个 元 素 , 在 集合 了 中 都 有 唯 
一 的 元 素 和 它 对 应 ， 这 样 的 对 应 (这 涉及 集合 4, B 及 从 4 
到 万 的 对 应 法 则 用 叫做 从 集合 4 到 集合 BB 的 映射 , 记 作 
f: A—>8B8 

这 时 ,和 4 中 的 元 素 5 对 应 的 吾 中 的 元 素 疡 叫做 的 象 , 
则 做 2 的 一 个 原 象 ， 

当 集 合 4, B 都 是 韭 空 的 数 的 集合 ， 且 B 的 每 一 个 元 
素 都 有 蒜 象 时 , 称 瞻 射 f. 4->8B 为 从 定义 域 4 到 值 域 B 上 
的 函数 、 

[ 例 到 车 4= for, aa aa 24}, B= {01, 53}, 则 

f (as) =f (ga) =b1, f (as) =f (03) = bs. , 
给 出 了 4 到 B 的 一 个 映射 ,用 图 来 表示 就 更 直观 一 些 ， 
oo 


by 


Oe 、 
.一 一 
上 述 帅 射 包 可 沿 男 外 一 种 形式 描述 ， 我 们 把 等 式 
了 lea) ==01 记 为 (gi, 01)， 4 中 的 元 素 oa 放 在 前 面 ， 它 的 象 
D1 是 BB 的 元 素 , 放 在 后 面 , 顺序 是 严格 规定 的 .因此 把 (cu 
2 岂 艇 有 序 对 ， 映 期 了 实际 上 是 由 四 个 有 序 对 
(a1, 81), (ez, 01), (Gs, Da), (a4, ba) 
确定 的 , 同样, 如 果 给 乌有 序 对 
(@1, D2), (ta, ba), (3, Da), (@4, 41) 


也 确定 了 4 到 B 的 一 个 映射 
gm) =9(03) 一 g(as) =bs, 9(04) 一 Di 
定义 8 若 4= fei aa aa， 04}, B 一 {01,， bs}, 则 全 体 
有 序 对 的 集合 
{ (a, 81), (aa, 61), (@s, 1), (@s, $1), 
(m1 ba), (wa, ba), as, bs), (Gs b2)} 
称 为 4、B 的 直 积 , 记 作 4xB. 
一 般 地 , 对 任意 两 个 集合 4，B, 称 
{(a, 8) la€E A, bEB} 
为 4, B 的 直 积 , 记 作 4xB. 
[例句 设 4=B8={1,2,3}, 则 4xB 可 写成 4xX 和 4， 
它 由 下 列 9 个 元 素 组 成 
(1, 1), (1, 2), (1, 3) 
(2, 1), (2, 2), (2, 8) 
(8, 1), (3, 2), (8, 8) 


/ 用 平面 上 的 格子 点 看 
3 x x x 示 ， 就 显得 更 为 直观 (图 
Q,3) (3,3) (3,3) 2). 

和 
建立 坐标 系 ， 平 面 上 的 
: ey ea em 点 的 模 他 名 和 多 全 机 
构成 一 个 有 序 对 . 所 以 ， 
平 画 可 以 看 成 横 轴 和 纵 


轴 的 直 积 ， 直 积 也 则 币 


林 儿 积 ， 这 是 为 了 纪念 法 国 著 名 的 数学 家 笛 卡 儿 而 命名 
的 .他 首先 把 实数 的 有 序 对 和 平面 上 的 点 联系 起 来 , 从 而 所 
示 了 代数 学 和 几何 学 的 密切 关系 . 
现在 ,让 我 们 回 到 例 3, 这 时 
A= {1, %s, as, 84} 
B= {b1, 8s} 
AXB={(m, b1), (os, b1), (ms, b1), Cas, b1), 
(@1, 02), (ga, b3), (a, b3), (04, 62)} 
而 4 到 8B 的 映射 由 
{(@1, 20), (a2, 1), (@s, 03), (04, 0,)} 
确定 ， 因 此 ,可 以 把 了 看 成 4xB 的 一 个 子 集 ， 当 然 ,这 并 
不 是 说 4xB 的 任 一 子 集 痢 是 4 到 B 的 映射 ， 例 如 
{(@r, b2), (gs, 62)} 
是 4xB 的 子 集 .但 是 ,根据 以 上 给 出 的 出 个 有 这 必 ， 我 们 
有 wi>bi,， sb0s， 然 而 , 43、 的 象 是 什么 , 没有 确定 . 氏 
此 ,不 符合 喘 射 的 定义 同样 
{C81, b1), (m1, 02)} 
也 不 是 4 到 B 的 喘 射 , 因为 对 和 4 中 的 元 素 gi 亮 然 有 瑟 中 
两 个 元 素 51、5s 和 它 对 应 ,也 不 符合 上 喘 射 的 定义 . 但 是 , 如 
果 我 们 把 映射 的 概念 稍为 推广 一 下 , 可 有 
定义 9 4、 瑟 的 青 积 4xB 的 一 个 子 集 忆 称 为 4 与 
B 之 间 的 一 个 二 元 关系 .对 aE4,8EB, 若 (@, 6) ER, 则 
称 o 与 6 符合 关系 卫 , 记 作 aRb; 否则 ， 就 称 & 与 5 不 符合 
关系 . 
。11 . 


邵 果 有情 是 4 与 了 之 疗 的 一 个 二 元 关系 ， 且 对 4 中 的 
每 个 元 素 都 有 卫 的 唯一 一 个 元 素 和 它 对 应 ， 则 卫 谣 是 4 
到 8 的 一 个 映射 . 

[ 供 61 接 饥 4 

A4=-B={1, 2, 3} 
AxB={(a, Dla=1, 2, 8, 6~1, 2, 3} 
车 定义 oRb 为 a 大 于 5, 即 B 为 “大 于 ”关系 ,这 个 关系 由 
万 xB 的 了 集 
{C2, 1), (8, 1), (8, 2)} 
给 出 ， 也 可 写成 更 简洁 的 形式 
R= {(a, 8) 1a>D) 

4 与 4 自身 的 关系 简称 为 4 上 的 关系 . 

[ 例 71 集合 4 由 5 人 组 成 ,这 5 人 分 别 用 编号 代表 ， 
即 

A={1, 2, 8, 4, 5}, 

车 1 是 2 的 可 如 ,2 和 3 没有 亲属 关系 ,3 是 4 的 哥哥 , 4 是 
多 的 哥 下 ,定义 4BD 汶 a 是 5 的 哥哥 , 则 应 如 何 描 述 RB? 

由 时 党 ,符合 关系 的 有 i 与 2, 8 与 4, 4 与 5, 则 有 

R={(1, 2), (8, 4), (4, BD)}. 

但 仔 缚 一 个 ， 上 式 有 让 泌 ， 因 为 “哥哥 ”这 种 关系 有 “传递 
性 ”， 即 若 3 :4 的 林琳 ，4 是 5 的 哥哥 , 则 8 必 是 5 的 哥 
加 ， 记 以 .正确 区 堆 达 应 为 


了 SS Es ‘~, ff /A 3)} 
A 5), YY, /Sf 


» jg， 


MY ~ 
3 学 一 点 逻辑 


集合 和 逻辑 有 着 密切 关系 ， 在 某 种 意义 上 说 , 模糊 集 
合 的 提 册 ,直接 目的 是 为 了 弥补 经 典 逻 辑 的 缺陷 ， 因 此 ,为 
了 更 深入 地 了 解 集 合 的 概念 ， 我 们 需要 一 些 数理 逻辑 的 基 
本 知识 ， 

数理 膛 辑 是 一 门 相当 深奥 的 学 科 ， 以 致 我 国 的 许多 离 
等 学 校 数 学 系 本 科学 生 都 还 没有 专门 学 过 这 门 课程 .不 过 ， 
它 的 初 筹 内 容 又 似乎 是 每 全 有 中 等 文化 水 平 的 人 所 缆 悉 
的 . 这 个 特点 带 来 了 某 种 方便 ， 使 我 们 有 可 能 用 一 种 虽然 
不 太 严 将 但 却 较 易 被 人 赎 受 的 方式 回 读 者 介绍 数理 逻辑 的 
茶 些 渤 本 知识 

先 介 绍 所 谓 命题 的 概念 

通常 把 可 以 明说 药 汤 真 、 售 的 语句 称 为 命题 , 例如 

(也 8 是 奇数 ; 《2) 狗 是 灶 物 ; 

《3) 明天 天 晴 ; (4) 人 都 是 要 死 的 ; 

(5B) 对 不 起 ; (6) 吾 见 . 

(DD ~ (4 和 9 都 是 命题 . 若 命 题 正 滴 , 则 称 命题 的 值 为 真 ; 车 命 
题 不 正确 , 称 命题 的 值 为 假 ， 显 然 ,命题 ( 蕊 、() 的 值 为 吉 ， 
命题 (2) 的 值 为 假 .命题 (8) 的 值 尽 管 现在 不 知道 ,但 明天 就 
可 以 知道 . 另 一 方面 ,我 们 无 法 判断 语句 (5)、(6) 的 真 假 , 所 
以 它们 部 不 是 命题 . 

由 一 些 命题 ,可 以 通过 适当 的 联 第 推出 浙 的 命题 . 

。 了 3。 


定义 10 对 任 一 命题 P， 命 题 “ 非 P” 称 为 了 的 否定 ， 
也 作 一 忆 . 当 且 仅 当 书 很 时 ,PP 为 真 . 

定义 11 对 讽 个 命题 了 .Q ,命题 “P 且 8” 称 为 P.Q 的 
会 取 ， 记 作 P 和 AQ， 当 且 仅 当 了 .8 二 者 都 真 时 , PQ@ 为 
真 ， 

定义 现 “ 对 两 个 命题 P_@, 命题 ‘了 P 或 人 @' 称 为 PQ& 
揭 折 取 ， 记 作 PYQ@、， 当 和 卫 仅 当 了 、 Q 至 少 有 一 为 真 时 ， 
PYVQ 为 真 . 

[人 重申 以 了 表示 ` 张 三 参军 ”，Q@ 表示 “ 李 四 考 上 大 
举 ”， 则 IP 为 “ 张 三 没 有 参军 ”, “8 为 “ 李 四 没 有 考 上 大 
学 ”, PAQ 为 “ 张 三 参 军 县 李 四 考 上 大 学 ”, 了 VY Q 为 “ 张 三 参 
军 或 李 四 考 上 大 学 ”命题 张 三 没有 参军 且 李 四 考 上 大 学 
和 写成 了 PAQ. 

在 数理 迎 加 中 研究 命 沾 ， 并 不 关心 命题 叙述 的 只 体内 
容 , 而 只 注意 它们 的 真 候 信 种 它们 之 亲 的 逻辑 关系 ， 这 样 ， 
我 们 就 可 以 对 命题 还 辑 作 形式 化 下 全 究 ， 

例如 ,根据 定义 ,不 论 命题 了 代 骨 的 是 什么 内 容 ， 当 县 
权 当 卫 假 时 ,iP 为 真 . 旋 馈 话说 , 必 三 真 ,一 P 为 假 ; 若 卫 
侨 , 一 IP 为 真 ， 为 和 价 便 起 见 , 以 芋 表 小 共 ,0 未 过 能 ， 罚 以 上 
所 述 可 写成 者 的 形式 


这 个 丧 肌 真 值 表 、 
类 似 地 , 己 A@ 的 真 值 表 为 


| Q PAQ 
1 1 1 
1 0 0 
0 1 0 
) 0 0 
Oe 
PP Vv 他 E 值 家 
P 0 | PVQ 
; -| 
1 | 1 | 1 
1 | 0 | 1 
0 | 1 I 
?| ， 


俞 小 的 真 值 表 先 全 刻 划 了 它 的 多 辑 含 义 ， 因 此 ， 两 个 
命 古 已 与 入 的 真 值 表 如 果 完 全 相同 ,我 们 就 把 它们 看 成 相 
等 的, 记 作 了 =Q4. ~ 

定义 18 在 真 值 天 中 , 若 一 个 命题 的 值 部 是 1, 则 称 为 
蛋 真 命题 ， 也 加 重 言 式 ; 若 一 个 命题 的 值 都 是 0， 则 称 为 恒 
假 命 王 , 也 叫 矛 盾 式 ， 

在 不 致 引 起 混淆 的 情况 下 ,我 们 常用 1 表示 和 恒 真 命题 ， 
用 0 表示 人 恒 假 命题 . 

[ 售 另 试 计算 PY IP 的 真 值 表 ， 

解 

。 75 ， 


在 任何 情况 下 ,命题 PY "TIP 都 是 真 的 , 即 PY TIP 是 重 袜 
式 , 可 写成 


PVTIP=L1. 
[ 例 10] 试 计算 PATIP 的 真人 秆 下 ， 


在 任何 情况 下 ,命题 PAIP 都 是 假 的 , 即 书 人 一 忆 是 予 层 
式 , 可 写成 


PATIP=0. 
从 上 述 几 个 例 于 可 以 看 出 ， 用 真 值 表 来 研究 命题 之 间 
的 关系 , 一般 说 来 是 很 麻烦 的 ， 因 此 ,我 们 守 可 采用 其 它 的 
办 法 , 即 先 用 真 值 表 的 方法 得 到 少数 几 个 基本 等 式 , 然后 以 
这 些 荡 本 等 式 为 基础 推导 出 所 需要 用 到 的 其 他 等 式 ， 
这 些 基本 等 式 主 要 是 
LT) 等 等 律 
PY P=P 
PAP=P 


。 JE ， 


1,2) 交换 律 
PYQ=QYP 
了 AQ=QANP 

L8) 结合 律 
(PYVQ VR=PYV (QVBR) 
(PAQ)AR=PA QARBR) . 

L4) 分 配 律 
PA(QVBR)= (PAQ VY (PR) 
PY (QAR)= (PVO A PYD) 

1L5) 德 : 摩 报 律 
IPYQ) = PNT 
“(PAQ)= PPYDmQ 

L6) 双重 否定 律 
P=P 

王 7) 0-1 律 
1VP=1 
OVP=P 
1AP=P 
0AP=0 

L8) 补 余 律 
PV IP=1 
PATIP-0 

为 证 明 上 述 性 质 ， 只 需 把 锋 式 两 端的 真 信 表 算出 如 以 

比较 , 例如 , 我 们 证 骨 德 ,摩根 律 的 第 一 个 式 子 ， 
.17. 


站 (PYQ) 的 真 值 表 


P | Q | PY (PVQ) P | 9 | PVv9) 

1 | 1 1 | 0 1 | 1 0 

1 | 0 1 0 1 0 0 

o | 1 1 | 0 0 | 1 0 

oo | 9 | 1 0 | 0 1 

“iPA7TIQ 的 真 值 表 

P | 1731 NPAT P 191| PA 
一 一 一 -! 一 一 一 一 一 一 -一 一 -一 一 一 一 一 -一 

1 | 1 | 0 | 0 0 i111 0 

110| oa 9 110 0 

oo 1|1 | 0 0 ol1 0 

orolilil| 1 0 | 0 1 
由 一 CPYQ 与 了 PAIQ 的 真 信 宫 是 相同 的 ， 因 此 


PYR)= TPATIR. 

细心 的 读 洛 会 发 现 ， 这 里 列举 的 性 质 和 集合 运算 的 性 
质 澳 相间 的 ， 只 下 把 集合 的 次 .并 、 补 运 筑 分 别 换 成 命题 的 
合 取 . 桥 取 、 和 否定， 招集 食 A《、B.0O.DU、G 分 别 换 成 命题 卫 、 
Q.R、1.0 就 完全 一 样 了 ， 泽 以 ,集合 和 渴 辑 从 区 式 上 说 是 
具有 同样 的 缚 构 ， 我 们 可 以 把 问题 讨论 得 更 深入 一 些 , 

在 集合 论 中 , 给 定论 域 口 的 子 集 4, 对 了 中 的 某 一 元 
察 e. 它 或 属于 4 或 不 属于 4， 因 此,“a 属于 4” 就 是 所 谓 
的 命题. 可 以 把 这 个 命题 考 威 由 两 部 分 组 成 , “eo” 叫做 主语 ， 
也 明 个 体 ,“ 属 于 42 叫 谓语 或 谓词 、 显 然 ， 只 是 个 体 或 只 是 
谓词 都 不 能 表达 一 个 完整 的 意思 ， 但 把 个 体 和 谓词 结合 起 
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来 ,就 能 得 到 可 以 明确 判断 真 、 假 的 语句 即 命题 ， 通 常用 大 
写字 母 下 示 谓 词 ,小 写字 母 表示 个 体 ， 例 如 , 用 已 表示“ 属 
于 A”， 当 把 个 体 和 谓词 结合 起 来 构成 命题 时 , 就 用 括 续 将 
个 体 括 化 并 写 在 谓词 的 符号 后 面 ， 如 “a 属于 4” 就 可 写成 
Prla). 

现在 ,假定 在 命题 中 出 现 的 个 体 是 变量 , 即 可 取 为 论 域 
中 的 任意 元 素 , 我 们 用 符号 z 表示 ， 于 是 ,“w 属于 4 可 每 
臧 了 (%)， 当然 , 这 时 命题 P(%) 的 值 或 为 0 或 为 1, 随 荐 wm 
的 取 定 而 取 定 . 换 句 话说 , P(%) 的 值 是 4 的 函数 , 通常 称 
六 命 题 己 的 真 值 函 数 ， 以 4 表示 使 了 (w) 为 真 的 所 有 ww 组 
成 的 集合 , 即 

A=—{s|P(s) =1}, 

或 简写 为 A~{%|P (2)}. 
则 x 属于 4, P(z) 为 真 ， 取 值 1;% 不 属于 4，P(w) 为 假 ， 
取 值 0、 这样 ， 在 集合 和 逻 畔 之 间 可 以 建立 起 有 趣 的 对 应 


集合 如 辑 

A Pl(%) 
a€A P(e) =1 
aF4 Plae)=0 


有 了 时 把 卫 或 者 P(c) 称 为 集合 4 的 特性 谓词 ， 所 以 ， 用 措 
述 法 确定 集合 , 实际 上 就 是 用 特性 谓词 来 确定 集合 . 
进一步 ， 对 集合 4、B， 设 它们 的 特性 谓词 分 别 是 
P(w)、 Q(%), 
,19. 


A= {riP(s)} 
B= {x Qe)} 
则 有 A= {ri Pe)} 
ANB= {rlT (2; MQ LD)} 
AUB= {riP(s) VQ(s)} 
事实 上 ， 就 是 由 Piw) =4 从 而 IP(@) =1 的 所 有 % 组 
成 ， 同伴，4n 是 由 同时 属于 4、B 从 而 Po 一 且 
Qlm) =1 即 Plw) 入 Qiw) ~=1 的 所 有 % 组 成 ，4UB 是 由 局 
于 4 或 属于 B 从 而 P(x) 1 或 Q(z) == 即 P(%) 8Q(2:) 
一 1 的 所 有 2 组 成 . 这 样 ,我们 还 可 以 进一步 完善 集合 和 如 
名 的 上 述 对 应 关系 


集合 逻辑 

A P(w) 

Bb Q(z) 

有 P(g) 
ANB Po Qto) 
AUB Piw) YQ(e) 
论 域 品 恒 真 集 题 1 
空 集 妇 恒 假 命题 0 


那么 ， 集 合 的 包含 关系 在 逮 秀 中 意味 阔 什 么 ? 不 难 媳 
出 ，4.B 就 意味 着 着“€E4 则 wEB, 即 “ 洛 卫 则 他 这 
么 合 题 册 假 言 命 题 , 也 称 为 北 含 式 , 以 “P 一 2 "天 东 ， 通 常 
把 也 叫 作 条 件 , Q@ 叫 作 结 论 ， 假 言 命 题 >& 的 真 值 表 规 
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下 这 | VY P | oj "Pvo 
一 _- _ - 

1 i111 0 1 1 | 1 1 
1 :1:01 0 0 1 | 0 0 
4 | 1 1 1 0 1 1 
0 | 0 1 1 0 0 1 


仿 想 同 , 床 以 算 们 有 
P-sQ= PVQ 

一 般 地 说 ， 冀 食 臣 ->8 的 值 依 苞 对 个 体 z。 如 果 给 
含 式 P->8 恒 为 真 ,敬称 ; , 记 为 P 人 .所 只 ， 
对 永定 集合 论 的 包含 关系 4 三 B， 在 认 辑 中 就 是 所 谓 的 强 
含 齐 言 式 P(w) 坊 2(8), 

它 有 反映 了 人 类 思维 最 茜 本 的 一 种 挫 理 模式 ， 在 人 类 思 
维 活动 中 , 经 常 轩 了 可 进行 大 量 的 逻辑 推理 ,这 些 推理 通常 是 
由 一 些 已 知 的 条 御 沿 发 , 推 得 一 些 未 知 的 结论 .蕴含 重 言 式 
Pw 地 Q(w1 就 描述 了 型 如 “车 Pw) 真 , 则 Q(w) 真 "的 推理 
模式 ， 衫 据 这 个 模式 可 以 派生 出 许多 重要 的 推理 规则 、 例 
由 有 者 的 “个 言 二 外 论 ” 识 是 一 种 药 含 重 宦 式 


Oy 


2Z7 + 


(P30 A QSRFP>R 
骨 话 来 叙述 是 ; 若 由 卫 能 推出 @, 由 @ 能 推出 五, 则 由 三 必 
能 推出 ， 假 言 三 段 论 世 别传 递 规则. 我 们 在 日 常生 活 中 
经 常用 到 这 个 规则 . 

[ 例 11 设 

P， 天 中 

@Q:， 将 下 两 

R， 出 门 要 带 伞 
如 果 下 列 前 提 是 真 的 

PQ， 若 天 阴 则 将 下 击 

QR， 若 将 下 两 则 出 门 要 带 伞 
那么 ,应 用 传递 规则 立即 可 得 出 结论 

PR， 若 天 阴 则 出 门 要 带 伞 

关于 逻辑 , 先 简单 讨论 到 这 里 ， 以 后 , 在 需要 的 时 候 ， 
我 们 还 将 提 及 . 


4 集合 的 特征 函数 


我 们 曾经 强调 ， 在 集合 论 中 考察 集合 的 着 眼 点 是 论 域 
中 的 元 素 对 该 集合 的 从 属 关 系 ， 而 对 元 素 本 身 的 具体 性 质 
并 不 关心 、 因 此 .只 要 对 论 域 的 每 个 元 素 ， 都 能 判断 哪个 属 
于 该 集合 哪个 不 属于 ， 集 合 就 被 认为 是 确定 了 我 们 不 妨 
用 数 “ 了 2 表示 “属于 ”， 用 数 “0 表示 “不 属于 ”， 则 确定 一 个 集 
合 44 就 相当 于 给 出 论 域 D 到 {0, 二 的 一 个 映射 
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1, 9 A; 
AL ne 
映射 f4 称 为 集合 4 的 特征 函数 ， 可 以 看 出 ， 集合 4 的 特 
征 画 数 f4, 就 是 命题 “mE 42 的 真 值 通 数 ， 同样 , 若 给 出 避 
到 {0, 4} 的 任 一 映射 

f. DU->{0, 1} 
则 按 下 式 
4 一 人 和 |) 一 1 weED} 

即 可 确定 相应 的 集合 ， 事实 上 “j(e) ~1” 就 是 4 的 特性 请 
词 ， 于 是 , 正如 在 数理 逻辑 中 可 以 用 真 值 鲨 数 来 刻 划 命 题 ， 
现在 我 们 同 禅 可 以 用 特征 函数 来 描述 集合 ， 特别 是 , 论 域 
的 特征 函数 恒 取 值 1 空 集 好 的 特征 西数 恒 取 值 0, 在 不 臻 
引起 混淆 的 情况 下 , 我 们 类 似 地 就 用 1、0 分 别 表示 论 域 和 
空 集 的 特征 函数 . 

例如 ， 论 域 口 ={g, 5, c}, 则 0 的 全 部 子 集 的 特征 丁 
数 的 函数 值 由 下 玫 给 出 


名 v 各 
| 一 -一 - 

Di{a, De | 1 1 1 
A-= {a, 0} 1 1 vu 
B= {D5, oe} 0 1 1 
O= {a, o} 1 0 了 
De {0} | 1 0 v 
Be {5} 0 1 国 
一 人 0 0 1 
[eo 0 0 6 


又 如 , 论 域 U 为 实数 集 , 则 
A={z|lz| < 
/mrto dsl>n). 
这 个 函数 的 图 形 如 政 3 新 示 ， 


的 特征 函数 是 
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工 


-1 0 1 也 


图 3 


又 如 , 论 域 仍 为 实数 集 ， 实 数 集 到 {0, 二 的 上 映射 
1 (EQ), 
1%-{o (qo 
(Q@ 为 有 理 数 集 ) 
为 有 理 数 举 的 特征 函数 ， 这 个 本 数 的 图 形 我 们 画 不 出 来 . 
为 方便 起 见 ， 现 在 引入 实数 间 “ 取 大 ”、“ 取 小 ”的 运算 
符号 *V>_ “入 "以 代 符 通 常 使 用 的 max.min, 即 对 任意 实 
数 m 5 定义 
wV b= max (4, 5) 也 就 是 两 数 中 较 大 的 一 个 
w/b 一 min(g, 细 也 就 是 两 数 中 较 小 的 一 个 . 
于 是 ,车 分 别 以 f4, ja， 六 ,Jo unsg 表示 集合 4， 
B. i, AUB, ANB 的 特征 函数 , 则 有 
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、: 
的 


O01) 4G 召 当 且 仅 当 ,大户 

O02) fa=1—f4 

C8) fava=f4Vfs 

C4) Juana= 一 人 Ja 
这 些 性 质 的 验证 是 不 困难 的 ， 例 如 ， 证 明 OH) 的 必要 性 部 
分 : 

车 wE4, 因 4GB, 则 wEB, 从 而 (oz) 一 Fe(o) 一 二 
车 “第 4, 则 Ps(e)=0. 由 此 ,对 任意 的 ED ,都 有 (co) 
sa(o)， 其 余 的 留 给 读者 证 明 作 为 练习 

这 里 的 了)~ 光 说明, 应 用 特征 函数 同样 可 以 方便 地 讨 
论 集 合 间 的 包含 关系 和 运算 。 当然 , 和 我 们 所 熟悉 的 列举 
法 、 描 述 法 相 比 ， 用 这 种 方法 研究 集合 可 能 显得 有 些 抽象 
而 不 那么 直观 .但 是 ,有 所 失 往 往 会 有 所 得 。 失 掉 了 一 些 走 
观 狂 , 却 使 我 们 获得 方便 推广 的 某 种 可 能 性 ， 事 实 上 , 当 试 
图 对 通常 讨论 的 集合 概念 进行 一 些 推广 前 时 候 ， 特 征 函 数 
的 方法 显得 特别 方便 . 

直到 目前 为 止 ， 我 们 所 讨论 的 特征 函数 的 取 值 的 范围 
即 值 域 只 由 两 个 数 0 和 二 组 成 ， 它 可 以 解释 为 论 域 的 元 于 
w 对 集合 的 “属于 程度 ”, 属于 该 集合 的 , “属于 程度 ”为 1; 不 
属于 该 集合 的 , “属于 程度 ”为 0. 于 是 , 集合 的 特征 函数 的 值 
就 表示 元 素 对 该 集合 的 “属于 程度 "， 对 本 章 开始 时 讨论 的 
集合 , 也 就 是 我 们 在 经 典 数学 中 讨论 的 集合 来 说 ,元素 与 人 
合 之 间 的 关系 只 有 两 种 状况 : 属于 、 不 属于 .但 是 , 正如 前 
言 已 经 指出 ， 在 许多 场合 里 ，“ 是 ”与 “不 是 ”“ 属 于 "与 不 
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属于 ”之 间 的 区 别 不 是 突变 的 , 不 是 一 刀 切 的 ， 而 是 有 一 个 
边缘 地 带 、 过 液 过程， 当时 我 们 提出 了 这 个 问题 ， 但 是 不 知 
道 应 该 怎么 解决 它 . 现在 ,以 特征 函数 为 工具 ， 党 着 “属于 程 
度 ”, 这 条 路 组 继续 思考 ,很 自然 地 会 提出 疑问 ; 为 什么 要 把 
自己 局 限于 只 考虑 “属于 ”“ 不 属于 "两 种 极端 情况 ? 换 句 话 
说 ,为 什么 非 要 规定 特征 函数 只 取 0、1 两 个 值 ， 取 0.1 之 阅 
的 其 他 信 又 有 什么 不 可 以 ? 例如 , 取 0.7， 表示 “属于 程度 ” 
是 0.7; 取 0.01, 表示 “属于 程度 "是 0.01， 请 注意 ， 现在 , 你 
已经 踏 在 一 个 重大 发 现 的 门 坎 上 ! 
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二 模糊 集 的 基本 概念 


我 们 在 本 节 所 做 的 工作 只 是 把 值 域 {0, I} 改 成 [0, 卫 ]， 
也 许 你 会 认为 这 太 简 单 . 但 是 ,第 一 ,简单 不 是 缺点 ; 第 二 ， 
一 切 复 杂 的 事物 都 是 从 最 简单 的 发 展 而 来 ， 深 刻 的 东西 最 
初 往 往 是 补 素 的 . 


1 模糊 子 集 


定义 主 论 域 口 上 的 一 个 模糊 子 集 4， 是 指 芝 到 [0， 

二 的 一 个 映射 
4: U—>[0, 1 

映射 ws 称 为 4 的 隶属 函数 ， 对 wzED, pa (wm) 表示 元 素 w 
属于 4 的 程度 ,或 说 成 m 对 么 的 隶属 程度 . 

当 隶 局 函数 的 值 域 由 区 间 [0, 已 暗 化 为 两 个 数 {0, 了 
《〈 即 只 到 值 0 或 二 ,相应 的 模糊 子 集 就 成 为 通常 的 集合 . 

正如 普通 的 集合 由 其 特征 函数 所 完全 确定 那样 ， 模 糊 
子 集 完全 由 其 隶属 函数 所 确定 ， 

有 限 论 域 的 子 集 是 有 限 多 个 ,如 0U = {c, 2 9 的 子 集 有 
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2:=3 个 ,但 它 的 模糊 子 集 有 无 限 多 个 .任意 一 个 有 序 的 三 
数组 ,其 中 每 一 分 量 都 是 [0, 二 中 的 数 , 就 确定 UU 的 一 并 
糊 子 集 ， 比 如 说 (1，0.9, 0)、(0.8, 0.7, 0.9) 等 都 是 ， 也 
可 用 查 德 的 记 法 , 表示 为 


i109.0 0.8 07 .0.9 
a 0 C & 6 6 


从 而 更 清楚 地 标明 娜 一 个 元 素 的 素 属 函数 值 是 多 少 . 注意 ， 
不 楼 汇 上 述 吉 示 式 误 认为 分 式 的 求 和 、， 这 里 ,“ 分 担 "位置 
表示 论 域 中 的 元 素 , “分子” 位 置 表 示 相应 元 素 的 素 属 度 . 当 
隶属 度 是 0 时 ,我 们 约定 , 这 一 项 也 可 省 略 , 即 

1 ,09,0_.1.09. 
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例如 , 论 域 取 为 自然 数 集 六 一 { 2 8,…)， 
出 4 Stl 


1 2 
可 以 解释 为 "3 左右 “， 


1 ，0.5 


I 
B= 一 一 二 主 + 吝 + 于 


4 5 6 

可 以 筷 坚 为 “大 约 36 个”. 
又 如 ， 洗 典 人 口 的 年 龄 分 布 ， 则 可 到 论 域 U™ 
[0, 2001, 为 描述 “老年 "这 一 模糊 概念 ， 我 们 稍 作 一 些 分 析 ， 
按 习惯 的 看 法 , 不 超过 50 岁 ， 无 论 如 何不 能 看 成 “老年 ;过 
了 70 岁 , 大 家 都 会 认为 是 “老年 "。 因此 ， 车 以 pls) 表示 
“老年 ”Q 的 隶属 函数 ， 这 个 函数 的 定义 域 是 [0, 200], 它 在 
[0, 501 上 恒 取 0, 在 [70, 200] 上 重 取 1I. 所 剩 的 ,也 是 麻烦 
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的 , 是 [50, 70] 这 一 段 过 滤 期 ， 然而 ,一 个 明显 的 事实 是 ， 
年 龄 越 大 , 被 认为 是 “老年 ”的 根据 越 充 分 。 所 以 p(w) 应 
是 年 龄 和 的 增 函数 ， 作为 简化 的 假设 , 可 以 令 它 是 一 个 线 
性 函数 , 即 p(w%) 的 图 形 如 图 4 所 示 . 


0 (ze<50); 


Co) = 及 人 -50) Co<e<70)i 
工 (c>70) . 

当然 ,这 里 导出 的 “老年 ”O 的 隶属 函数 是 比较 粗糙 的 如 

果 放 弃 线 性 函数 的 假设 , 再 补充 其 他 一 些 条 件 , 可 以 导出 更 
细致 的 公式 . 

通过 以 上 几 个 例子 ， 可 以 初步 领会 模糊 集 的 概念 及 其 

描述 方法 ， 紧 接著 的 问题 是 恕 何 确 定 模糊 集合 间 的 关系 和 

运算 ， 为 此 ， 不 妨 先 考 察 第 25 页 的 Ol) ~04). 这 四 条 是 

用 特征 函数 的 语言 叙述 了 普通 集合 的 包 食 关 系 以 及 交 、 并 、 

补 的 运算 ,十 分 有 趣 的 是 , 在 01)~04) 中 , 并 没有 对 fi4、 
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fs 的 值 域 作 特殊 要 求 ， 至 少 在 形式 上 , 当 f4、 fs 不 只 是 到 
0. 工 这 两 个 值 而 是 取 [0, 刁 中 的 任意 数 时 , 等 式 O01)~04) 
的 右 端 都 是 有 意义 的 .于 是 , 我 们 可 以 将 01)~04) 一 字 不 
差 地 照抄 如 下 , 并 以 它们 作为 模糊 集 的 包 合 关 系 . 交 、 并 、 补 
运算 的 定义 ， 

定义 设 4. 如 3 为 论 域 J 上 的 模糊 子 集 ，Ah、Ha 分 
别 为 其 隶属 函数 , 则 定义 

CT AEB 当 且 仪 当 jana 

02 nz=i—m4 

O8 jaug™ WaYV HR 

C4 pang™— HasN ME 
其 中 ，jZ， LauB， JK4n8 分 别 是 忒 的 补 集 肪 ，4、B 的 并 集 
4UB， 和、 也 的 交集 双 n 寻 的 隶属 通 数 ， 4 了 表示 模糊 
集 和 4 包含 于 B, 或 称 B 包含 4 

当 js Ka 只 取 0. 1 两 个 信 时 ，QC1~Q4 就 是 OD~ 
04)， 所 以 模糊 集 的 概念 和 运算 确实 是 普通 集 概 念 和 运算 
的 直接 推广 . 

[重力 论 域 由 四 个 人 组 成 ,如 


D ={ 甲 , 乙 , 丙 , 丁 } 
设 4 一 “高 个 子 ”其 隶属 函数 为 
0.9 i 0.6 
而 + 亏 1- 丙 
或 简写 成 (0.9, 1, 0.6, 0); 


B=“ 胖 子 ”, 其 素 属 函数 为 
。30 ， 


(0.8, 0.2, 0.9, 1) 


0 瑟 =“ 胖 高 个 " 
一 (0.9 人 0.8, 1 和 0.2, 0.6 人 0.9, 0 人 1 
= (0.8, 0.2, 0.6, 0) 
4UB~“ 腾 或 高 
一 (0.9V0.8, 1V0.2, 0.6V0.9, 0V1) 
一 (0.9, 1, 0.9, 1) 


用 语言 来 叙述 就 是 , 这 四 人 中 几乎 不 是 胖 就 是 高 ， 如 果 要 
找 胖 高 个 ,那么 大 约 就 是 甲 或 丙 . 
论 域 吕 =[0, 1 了， 隶属 函数 jv4. pa 出 图 5 给 出 , 那么 


ZE 4UB 4nB 的 隶属 省 数 分 别 表示 为 图 6. 图 7、 图 8， 

普通 集合 的 运算 满足 八条 重要 性 质 B1) ~S8), 那么 模 
糊 集 的 运算 是 否 也 具有 这 些 性 质 ? 我 们 应 该 逐条 加 以 验证 . 

St)~'S8 ) 的 证 明 是 显然 的 ， 因 为 < 取 大 ”、“ 取 小 ” 运 
算 满足 等 蹇 种 .交换 律 .结合 律 等 是 不 证 自明 的 . S84 ) 稍 为 
麻烦 一 些 ,但 也 是 成 立 的 ,85)~87) 都 不 难 . 例如 , 为 证 明 
85), 我 们 有 

LUE ®t) 1 — paunlt) 
~=1i~— (pa(%) V pal®)) 


图 定 w, 如 果 CAE SAC 

则 1— Ja(%) El — p(t) 

从 而 jpn) 1 (wal®) VY patr)) 
=~1 ~ 4) 


= (1— ps(%)) 人 (1— ppl®)) 

| 一 AKC2) 人 HE(Co) 
即 85 ) 成 立 ， 如 果 hua(o) 二 ka(o)， 可 类 似 地 证 明 呵 )， 这 
里 从 略 ， 

我 们 的 工作 可 能 太 上 顺利 了 , 以 致使 人 们 产生 一 些 疑 惑 ， 
如 时 所 有 的 性 质 都 一 样 ,可 真有 些 乏 味 ， 我 们 试图 建立 一 
个 新 理论 , 结果 这 个 新 理论 什么 新 东西 部 没有 , 这 当然 不 管 
合 实际 , 因为 精确 世界 和 模糊 世界 不 可 能 完全 一 样 。 事实 
上 ， 它 们 确实 不 一 样 ， 区 别 就 体现 在 八条 性 质 的 最 后 一 条 
88)， 只 体 地 说 ， 模 精 集 的 运算 满足 81)~87) 的 七 条 性 
质 , 但 不 满足 88)、 为 说 明 这 一 点 ,很 容易 做 出 反例 , 如 令 
。32 ， 


—(0.8, 0.8) 
A= (1 0.8, 1-0.8) = (0.7, 0.2) 
AUA=(0.8V0.7, 0.8V 0.2) 
= (0.7, 0.8) 六 Di 
ANA=(0.8\0.7, 0.8A0.2) 
一 (0.8, 0.2) 关 2. 


特别 是 ,车 模糊 集 的 隶属 画 数 的 什 汪 为 于 ,如 


如 


C3 
1 
则 它 的 补 集 为 (1 一 圭 ，1 一 二 )-( 竺 ， 1) 


即 对 模糊 集 来 说 ,存在 这 样 的 集合 , 它 的 补 集 是 它 自身 . 


在 普通 集合 中 ，4 表示 4 的 补 ， 对 应 地 , 在 逻辑 上 识 
是 命题 的 否定 .现在 对 神 糊 集 4，4 则 4 天 名 , 这 在 逮 辑 上 
似乎 也 可 理解 为 命题 与 其 否 命题 并 非 完全 相 排 斥 的 、 不 是 
“ 非 此 即 彼 ” 而 是 允许 “ 亦 此 亦 彼 ”， 这 一 点 正 是 模糊 逻辑 的 


一 个 要 点 , 可 参看 本 书 的 第 三 章 的 有 关 讨论 . 


所 以 ,模糊 集 保 留 了 普通 集合 的 许多 重要 性 质 , 但 与 莫 
通 集 合 也 有 一 些 带 根本 性 的 区 别 ， 掌握 它们 之 间 的 联系 我 


区 别 ,对 学 习 模糊 集 的 理论 有 着 重要 意义 . 


2 在 图 象 识别 中 的 应 用 


尽管 我 们 只 学 习 了 关 二 模糊 集 概念 很 少 的 一 些 知识 ， 


我 们 也 可 以 用 这 些 知 识 来 分 析 一 些 问题 了 ， 本 节 我 们 将 讨 
论 一 个 图 和 象 识 别 方面 的 简单 例子 ， 

图 象 识别 , 也 称 模式 识别 , 粗略 地 说 , 就 是 要 把 所 研究 
的 对 象 , 根据 它 的 某 些 特 征 进行 识别 并 分 类 ， 例 如 , 要 识别 
写 在 纸 上 的 数码 字 ， 判 断 它 是 0，1，2, …，9 中 的 哪个 数 
字 , 这 就 是 对 数码 字 图 象 进行 识别 ,并 分 成 十 类 的 问题 ， 也 
许 有 入 会 感到 奇怪 ， 这 是 幼儿 园 小 弟弟 、 小 妹妹 都 会 做 的 
事 ,还 算 什么 问题 ?实际 上 , 这 不 仅 是 问题 , 而 且 还 是 一 个 很 
有 实际 意义 并 且 相 当 复 杂 的 问题 . 

如 果 数 码 字 是 按 标准 的 印刷 体 方 方 正 正 地 写 在 纸 上 ， 
识别 并 不 困难 ， 但 是 , 当 人 们 按 自 己 习 惯 写 数 码 字 时 ,字形 
就 千奇百怪 ， 同 是 一 个 “1”， 有 长 有 短 , 有 粗 有 细 , 有 正 有 
斜 ,还 有 的 喜欢 搞 个 花 点 子 , 写成“ ”， 对 各 种 手写 体 的 
“4 只 要 不 太 离 谱 , 人 们 都 能 识别 ， 当 然 , 太 草 就 不 行 ， 所 
以 “也 这 个 概念 在 人 脑 中 并 不 是 精确 的 而 是 模糊 的 ， 

又 如 ,i 和 7 有 明确 的 界限 吗 ?请 看 下 列 符号 
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最 左 端 的 肯定 是 1 最 右 端的 肯定 是 7, 但 是 , 中 间 几 个 呢 ? 
上 方 的 一 横 该 多 长 才能 使 1 变 成 7。 这 个 例子 告诉 我 们 ， 
数码 字 ( 更 一 般 地 , 所 有 字 ) 的 概念 确实 是 模糊 的 . 

是 否 具 有 模糊 识别 的 能 力 ， 是 人 和 现在 的 电子 计算 机 
之 间 存 在 着 的 很 大 的 区 别 ， 如 果 把 人 进行 模糊 识别 的 规律 
研究 清楚 , 并 且 “ 教 "给 计算 机 , 那么 , 它 的 意义 就 不 只 限于 
.84.， 


文字 的 识别 ,而 在 天 气 预 报 .指纹 识别 . 迁 感 技术 .地 震 探测 、 
疾 辣 诊断、 细胞 识别 .机 器 人 等 各 方面 都 将 有 广泛 的 应 用 ， 

机 器 人 也 要 懂 点 “模糊 ” 吗 ? 当然 , 可 以 这 样 说 , 在 所 有 
非 模糊 领域 ,机 器 人 干 得 都 不 坏 , 但 只 要 涉及 模糊 现象 就 出 
问题 了 .例如 , 国外 有 为 酒店 设计 的 专门 给 客人 拓 酒 的 机 器 
人 ,什么 酒 都 会 期 ， 惑 是 倒 不 好 啤酒 ， 因为 啤酒 起 沫 , 不 容 
易 掌握 , 卉 不 好 就 冒 了 . 还 有 为 监狱 设计 的 机 器 人 狱警, 不 
怕 昔 , 不 怕 死 , 尽心 尽责 , 任劳任怨 ， 但 是 它 的 毛病 就 是 有 
时 分 不 清 犯 人 和 管理 人 员 而 六 出 笑话 . 

现在 , 模糊 模式 识别 已 经 成 为 一 个 专门 的 研究 课题 .我 
们 当然 不 能 在 这 里 对 它 进行 详细 的 讨论 ， 只 是 想 用 一 个 简 
化 的 例子 来 说 明 模糊 识别 的 一 些 想 法 . 

我 们 来 看 三 角形 识别 ， 

在 用 计算 机 对 染色 体 或 白血球 进行 自动 识别 的 研究 
中 , 常 把 问题 归结 为 几何 图 形 的 识别 ， 以 三 角形 为 例 .给 一 
个 具体 的 三 角形 ， 要 求 根据 这 个 三 角形 的 三 个 内 角 来 判断 


它 是 
Z 近似 的 等 腰 三 角形 
吾 ， 近 似 的 等 边 三 角形 
RB， 近似 的 直角 三 角形 
或 者 既 不 等 边 , 也 不 等 腰 , 也 非 直角 而 是 普通 的 三 角形 工 . 
这 时 , 论 域 应 取 为 三 角形 三 个 内 角 的 度数 , 它 可 表 成 一 
个 三 数组 ,次 序 是 从 大 到 小 排列 , 即 
U={(4,B, 0)|A>B>0>0, A+B+0=180} 


. 360 Da 


则 上 述 几 种 三 角形 应 分 别 是 D 上 的 模糊 子 售 ， 上 先 考察 锯 
腰 三 角形 的 识别 问题 , 其 隶属 函数 取 作 
wi(4, B, O) -1 一 击 min(4 一 忆 B-o 0) 
容易 看 出 , 如 果 三 角形 是 精确 的 等 腰 三 角形 , 则 三 个 瞧 
币 中 至 少 有 两 个 相等 ， 即 两 个 差 数 4 一 B、B 一 0O 中 至 少 次 
一 个 为 零 , 从 而 这 两 个 数 中 较 小 的 一 个 为 零 , 则 pz 一 1， 另 
一 方面 “最 不 等 腰 ” 的 三 角形 , 应 该 是 一 个 角 特 别 大 , 一 个 
利 特 别 小 ， 另 一 个 角 为 二 者 的 平均 ， 即 不 偏向 它们 中 的 任 
一 个 ， 作 为 极端 情况 (当然 ， 此 时 三 角形 已 退化 了 )， 就 大 
4 一 120, B60, 0 一 0 这 时 
wi(120, 60, 0) ~1— 训 min(120~60, 60—0) 
1 
-1 一 高"60-0. 
丽 对 其 他 情况 ,如 4=90, =70, 0 一 20 时 ， 
jl nin(90—70, 70— 20) 


1 2 
-I-23 


著 4 一 85, B75, 0 一 20 时 ， 


mr 一 min(85 一 75， 75 一 20) 


1 5 
=-I- 前 :10- 于 . 
即 三 角形 越 近 似 等 腰 , mr 越 接近 于 1 越 不 等 腹 , 相应 的 这 
属 函 数值 越 小 ， 以 至 等 于 0， 这 说 明 ，(1) 式 规定 的 隶属 四 
.806 ， 


煞 在 基 种 意义 上 还 是 描述 了 等 腰 三 角形 的 特点 . 
类 似 地 , 对 等 边 三 角形 识 划 可 取 


HB(4， B, O)= 1- 30 (4 O) (2) 


当 4 一 8B~0 时 ,是 精确 的 等 边 三 角形 , wg 1. 不 等 边 三 角 
彩 的 极端 情况 是 一 个 角 特别 大 、 一 个 角 特 别 小 , 即 4=180, 
召 =O=0, 这 时 jyag 一 0， 同 样 ,对 直角 三 角形 的 识别 可 到 
wa(h, BO 一 而 14-90| (9) 
凤 4=90 时 ， 站 销 确 的 直角 三 角形 ， La™1 当 A=180, 
最 后 ,了 了 的 隶属 函数 可 由 以 上 三 式 确 定 ， 事实 上 ， 轩 
T-(7UEBUABD) -LN 及 Nn 。 (和 纪 " 摩 根 律 95)) 
斯 以 Lr MI 人 ME 信守 
= (1—pr) Nl—pa) (1— ps) 
=-( 襄 min(4- 妃 B-0)) 


入 本 ol) (和 Cr- 0)) 


上 式 就 是 在 2 CQ- B， 元 CB-O)， 机 14-90|， 
O 


,而 ”90 


50 ) 四 次 中 孤 最 小 的 , 故 可 写成 
Hy = lm B), 二 (B- O)， 


而 14- 90| (4-0)| 


’ 05 ~ 


87 。 


有 了 上 述 准 备 ， 现 在 可 以 解决 一 个 具体 三 角形 的 识别 
问题 . 

给 出 一 个 具体 的 三 角形 ， 量 得 三 个 内 角 分 别 是 88 、 
22°、70°*， 则 4=88, B=70, 0~22. 论 域 吕 上 有 四 个 模 
糊 子 集 工 、 召 、 .了 ， 为 判断 (4, B, 0) 属 哪 一 类 , 只 需 分 
别 算出 这 四 个 集合 的 隶属 函数 中 识别 对 象 (4，B，O) 的 
值 , 取 其 求 属 函 数值 最 大 者 即 可 一 一 最 有 资格 的 , 这 叫做 最 
大 隶属 原则 ,对 (4, 8, 0) = (88,， 70, 22) 有 


4 ~ 
Ap 80 ~ - 
结论 应 是 把 该 三 角形 归于 直角 三 角形 B. 
当然 ,上面 所 介绍 的 三 角形 识别 方法 , 并 不 太 理想 , 还 
有 很 多 可 以 改进 的 地 方 、 各 种 集合 隶属 函数 的 确定 , 根据 
就 不 太 充 分 , 从 和 而 不 太 符合 实际 ， 例 如 , 最 大 角 是 80” 的 三 
角形 ,一眼 就 看 出 比较 斜 ， 人 们 通常 不 会 把 它 判断 成 直角 三 
角形 ,但 pv 这 时 的 值 等 于 
1 一 页 180 一 90| ~0.89 


还 是 很 高 的 , 所 以 ,我 们 还 可 以 作 些 修改 ， 以 使 之 更 加 接近 
于 实际 , 这 将 是 一 个 很 好 的 习题 ， 我 们 也 要 指出 , 既然 问题 
。， 38 ， 


本 身 只 要 求 近似 地 识别 直角 三 角形 ， 要 完全 确定 地 建立 非 
此 即 彼 的 标准 是 不 合适 的 ， 人 们 可 以 根据 问题 的 实际 背景 
作 各 种 灵活 处 理 ， 然 后 用 实际 识别 的 结果 来 衡量 所 建立 的 
识别 标准 的 合理 性 。 也 就 是 说 , 模糊 性 的 处 理 要 求人 们 更 
大 的 灵活 性 ,有 时 也 会 显得 更 加 复杂 . 


3 模 糊 数 

你 看 过 “ 伊 索 窗 言 > 这 本 书 吗 ? 书 里 有 个 很 有 名 的 故 
事 : 过 路 人 问 一 智者 , 要 走 几 小 时 才能 到 达 某 城 。 智 者 默 不 
作答 , 等 过 路 人 走 一 小 段 路 以 后 , 他 才 把 那 人 叫 回 , 答 以 时 
间 . 

读 了 这 个 故事 ,有 两 种 反应 ; 一 种 认为 智者 不 愧 为 智者 ， 
每 句 话 都 要 有 根据 ， 不 知道 过 路 人 走路 的 速度 ， 就 不 能 告 
诉 他 要 走 几 小 时 才能 到 达 目 的 地 ， 另 一 种 认为 智者 实际 是 
个 迁 夫 子 , 不 懂 快 慢 概 念 的 模糊 性 质 . 因为 过 路 人 问 路 , 只 
想得到 一 个 大 致 的 回答 ,并 不 需要 十 分 精确 ， 事 实 上 , 仅 靠 
目测 要 想 精确 估计 过 路 人 的 步行 速度 ， 再 据 此 计算 出 亡 需 
的 时 间 也 是 不 可 能 的 .因此 可 以 按照 一 般 人 大 致 的 步行 速 
度 确定 所 需 的 时 间 , 如 三 个 小 时 左右 , 即 可 回答 过 路 人 的 问 
题 . 

“3 左右 ”就 是 模糊 数 . 在 日 常生 活 里 , 人们 对 模糊 数 是 
运用 自如 , 但 模糊 数 的 理论 却 远 未 完善 . 通常 可 把 模糊 数 
.看 成 数 集 的 一 个 模糊 子 集 . 这 种 理解 当然 过 于 宽泛 , 但 作 

. 39. 


on 


为 不 严格 的 讨论 , 也 还 算是 一 种 方式 ， 
取 论 域 [ 为 整数 集 , 则 所 左右 " 记 为 上 可 定义 为 
1 人 + 于 + 

讨论 和 数 + 二， 不 尘 虑 隶属 度 为 零 的 情况 ， 整 数 0, 1, 2 
所 有 可 能 的 配对 为 

(0, 0), (0, 了， (0, 2) 

04+0=0 0+i=1 0+2=2 

(1, 0), (1 D, (ll,2) 

1+0=1 1+1=2 i+2~=8 

(2, 0),， 32, 1), (2, 2) 

240=2 31 一 3 2 十 2 一 4 
中 工 二 半 的 未 属 函 数 只 在 0、1.、2、3、4 上 不 为 零 ， 和 为 0 
只 出 于 一 种 情况 ， 第 一 项 取 0 且 第 二 项 取 0， 素 属 度 应 为 
0.2 人 0.2 一 0.2， 和 为 1 有 两 种 情况 第 一 项 取 0 且 第 二 项 
取 工 或 第 一 项 取 工 且 第 二 项 取 0, 这 是 先 合 取 再 析 取 , 嫁 属 
度 为 (0.2 人 从 Y (入 0.3) = 0.3. 类 似 地 , 和 为 2 的 来 属 度 
为 (0.2 人 0. 中 V (LAD VYV (0.2 和 0.2) = 上 和 为 8 的 未 属 度 
为 (0.2 和 1)V (i 入 0.2) 0.2， 和 为 4 的 隶属 度 为 《0.2 入 
8.2) =0.2 . 用 式 子 写 出 来 就 是 


9 9 
0.2 人 0.2 二 0.3 和 人 工 十 0.2 人 0.2 


二 一 一 DT Ot 0 十 了 


1A0.2 十 i 入 1 十 工人 0.2 


二 1+0 二 十 二 4 十 2 


. 4d0) 。 


0.2A0.2 ，0.2 人 1 ,0.2\0.2 
一 50 3 
0.2 0.3 ,0.2 
0 1 1 + 


十 


这 可 粗略 地 解释 为 “2 左右 ”, 以 2 表示 , 即 
1+1=2 
所 得 结果 与 人 们 的 习惯 是 相符 的 . 
取 论 域 口 为 实数 集 ， 则 g 一 “a 左右 ”的 隶属 函数 可 这 
样 确定 : a 肯定 算 a 左右, (0) 一 1， 通 常 说 起 “a 左右 ”天 
右 有 界 , 设 分 别 为 a,B, wx<B,， 即 小 不 能 小 于 a， 大 不 能 大 
过 8, 则 对 w<a.w 之 B, 隶属 函 数 久 Cw) 都 恒 等 于 0， 问题 在 - 


图 9 


国 ” 式 中 , 分 母 之 “十 "是 数 的 加 法 , 连接 两 式 之 “十 ”是 查 德 记号 。 
2 


于 (o, 四 与 (c，B) 这 两 个 区 间 ， 它 们 正 是 较 难处 理 的 “ 审 间 
地 带 ” 作 为 最 粗 烽 的 近似 , 设 (wz) 在 这 两 个 区 冰 都 是 线性 
通 数 (图 9)。， 称 这 种 类 型 的 模糊 数 为 三 角形 模糊 数 ， 记 作 
吃 或 ao， B), 它 的 隶属 函数 的 解析 式 是 


(%<0); 


© 


一 (wa<w<a); 
HT) = 1 (2 =a); 
-和 (gw<p); 
"0 (>p). 
三 角形 模糊 数 的 如 法 、 数 乘 、 数 除 定义 为 
1) (0s, B1) + aa(0s, Ba) 


= (ci 十 Ca) (oa + oa, Bi 十 Bs) (1) 
2) ce(w B) = (ca) (eo, 08) (2) 
~ 6 ec/e C _ 
3) 二 人 全 2), 其 中 0¢ [a, Bl,e 为 任 
通常 的 数 . (8) 


对 于 述 规定 ,可 作 如 下 说 明 . 考虑 () 式 和 数 当 第 一 项 
取 os 且 第 二 项 取 oa 时 到 四 十 ca， 这 时 求 属 度 为 最 大 ， 是 
1AT1=-T， 在 任 全 情况 下 ,和 数 不 会 小 于 中 十 oa, 也 不 会 大 
过 Bit Bs, 亡 以 可 和 看 成 (@i1 十 @9) (ax 十 as， :二 Ga) ， (2) 、 
(8) 也 都 类 似 ， “| | 

[铺轨 闭 4 一 如 ,5 一 咒 , o 一 13 则 求 3o+4， 二. 

解 86 十 40 一 8- 吕 十 4. 玖 
~、42， 


一 69 十 20# 一 26 竺 ， 
下 (下 辽 )-1 
1 万 乎 就 是 二. 
< 伊 索 寅 言 > 中 的 智者 , 如 果 局 一 点 模糊 数 ,就 应 该 根据 
正常 人 的 步行 速度 即 大 约 是 每 小 时 4 公里 左右 的 速度 来 作 
出 判断 , 急 着 赶路 , 快 不 过 每 小 时 6 公里 ; 慢 慢 走 , 每 小 时 2 
公里 无 论 如 何 是 有 的 。 换 名 话说 , 步行 速度 大 约 是 代 ， 其 
离 目的 地 有 6 公里 , 则 所 需 时 间 为 
Pre ie 3)-(, 8). 
智者 可 答 ; 一 般 大 约 比 一 个 半 小 时 左右 ， 车 详细 些 , 则 再 补 
充 ; 快走 一 小 时 可 到 , 慢 走 三 小 时 也 就 是 够 ， 当 然 ,这 时 , 祝 
言 中 智者 的 顷 默 也 就 划 然 无 存 了 ， 


4 模糊 关系 


在 这 一 节 ， 我 们 想 把 两 个 集合 间 的 二 元 关系 推广 到 模 
类 的 场合 ， 应 该 说 , 这 个 任务 并 不 困难 .你 只 要 把 第 一 节 定 
义 9 中 的 “ 子 集 瓦 " 改 成 “模糊 子 集 六 "就 可 以 了 , 即 

定义 & Ux 了 的 一 个 模糊 子 集 刁 称 为 避 与 六 之 间 
的 一 个 二 元 模糊 关系 . 

于 是 , 模糊 关系 忆 由 其 隶属 函数 

Lg: UxV—>[0, 1 

所 和 确定. 


全 
二 


和 第 一 章 讨论 的 二 元 关系 不 同 ， 对 任意 两 个 元 素 
uEU, vEV， 现 在 , 我 们 不 是 简单 地 讨论 人 与 ?符合 关系 
还 是 不 符合 关系 ， 而 是 说 ，w 与 “符合 关系 是 的 程度 是 
jag(w %)。 这 也 许 太 抽象 了 . 为 了 说 明 这 个 问题 , 我 们 举 
一 个 例子 . 

实数 集 里 两 数 之 间 的 “大 于 ”关系 是 通常 意义 的 二 元 关 
系 ,“ 远 大于” 则 是 模糊 的 , 它 的 隶属 函数 可 由 下 式 给 出 

0 (vy); 
[1+100(w—y) 1 (o>). 
于 是 , 当 w“<y 时 ,一 0 
当 zw 一 9 一 工时 ，w 一 


p(w, Y) -| 


1 
T0000 


== ' __1 _o. 
当 w-y=10 时 , ph TH 0.5 


wy=100 时 ， p(t 一 0.99 

当 @ 一 9 一 108 时 ， 内 一 (1 十 10 -LA 0.9999 
用 语言 来 似 述 就 是 : 若 "<<g, 2 当然 不 能 是 “远大 于 "上 % 着 
5 一 4 一 1 % 是 大 于 yy， 但 还 不 能 说 是 远大 于 ; 车" 一 9 一 加 ， 
v 不 仅 大 于 y, 说 它 远 大 于 y， 也 多 少 有 点 根据 ,但 根据 并 不 
充分 ; 车 % 一 y 一 100 以 至 于 wv 一 y 一 1000, 则 确实 应 该 认为 % 
远大 于 y. 

当然 , “远大 于 ”这 个 概念 的 含意 与 所 讨论 的 具体 问题 
(是 讨论 天 文学 还 是 日 常生 活 问题 ) 以 及 使 用 的 计量 单位 有 
关 ， 因此 ,在 “远大 于 ”的 隶属 函数 的 表达 式 p(w, 办 中 ,分 
.A444 ， 


妇 里 的 常数 “100” 以 用 负 指 数 “ 一 2 都 可 进行 适当 调 整 , 以 
使 设计 的 隶属 函数 更 加 符合 实际 . 
现在 , 如 果 有 三 个 集合 DJ 下 和 丈 .、 避 与 了 之 间 有 个 
关系 , 成 与 栈 之 间 也 有 个 关系 ,那么 , U 与 WW 之 闻 应 该 存 
在 一 个 由 前 两 个 关系 确定 的 关系 ， 我 们 把 它 称 为 两 个 关系 
前 合成 ， 这 是 一 个 在 理论 和 应 用 上 都 很 重要 的 概念 . 
为 了 讨论 二 元 模糊 关系 的 合成 , 先 考虑 一 个 具体 例子 . 
设 U= {ua, us, ue} 
V= {v1, v9} 
W = {w1, wa, We} 
有 CU x 了 为 UU 与 六 的 二 元 模糊 关系 , 率 属 函数 为 
Lm VD) 一 0.7 ju 0) 一 0.2 
Ha (za，91) 一 0 Ln (Us, V9) 一 0.9 
WR Us, V1) 一 0.4 jr,(Vs, ga) 一 0.3 
为 简明 起 见 , 可 把 它 写 成 数 表 或 叫 伟 阵 中 的 形式 


0.7 0.2 
0 0.9 
0.4 0.8 


土 述 矩 阵 称 为 芝 与 到 的 关系 和 矩阵， 给 出 了 关系 矩阵 , 实际 
上 就 是 以 表格 的 形式 给 出 了 隶属 函数 的 具体 值 ， 表 的 读 法 
是 ,机 的 叫 行 ,依次 表示 品 的 元 素 ， 坚 的 叫 列 ， 从 左 到 右 依 
次 表示 六 的 元 素 . 方才 的 矩阵 是 3 行 2 列 的 隶属 函数 的 
函数 值 ， 如 jn, 《Vs， 22) 就 是 ws 所 在 行 (第 8 行 ) 与 v3 所 在 
“@ 逢 陈 的 有 关 知 识 请 参阅 上 海 教 育 出 版 社 1979 年 出 版 的 < 矩阵 初步 ?。 
,45 ， 


列 (第 2 列 ) 交 叉 位 置 上 的 数 “0.3 . 
类 似 地 , RaEVx 玉 为 广 与 玉 的 二 元 模糊 关系 ,隶属 
函数 jva, 由 下 列 关系 矩阵 给 出 


1 0 ) 
0.1 0.7 0.8 


则 Bi 与 Bs 的 合成 是 0 与信 的 二 元 模糊 关系 , 以 BioRs 表 
示 ， 它 的 隶属 函数 可 由 如 下 考虑 确定 Jae, 名) 表示 
wi 与 符合 关系 RioBs 的 程度 ， 但 刀 与 wi 不 是 直接 发 
生 关 系 而 是 通过 中 间 元 素 。 间接 发 生 关系 , 即 


2 
A 


1 与 wi 间 六 发 生 关 系 的 方式 有 两 个 ,1 一 V1 一 Ww1 和 wi 一 Vs 
一 wr， 按 第 一 种 方式 , 由 与 wi 符合 关系 就 要 求 与 妇 符 
合 闫 系 (程度 为 0.7), 同时 甸 与 wi 符合 关系 (程度 为 1 所 
以 坎 与 符合 关系 的 程度 为 0.7 人 1 一 0.…7. 按 第 二 种 方 
式 ，ws 与 届 符 合 关系 要 求 届 与 0%9 符 合 关系 (程度 为 0.2) 
同时 v3 与 符合 关系 (程度 为 0. 了 ), 所 以 如 与 如 符合 关 
系 的 程度 为 0.3 入 0.1 一 0.1。 两 种 方式 中 只 要 有 一 种 锣 
现 , 忆 与 人 就 算 符 合 关系 .进行 析 了 到 , 则 隶属 度 应 为 
(OTADY (0.2A0.D =07V0.1=0.7. 
类 似 地 ， 可 算得 其 他 信 ， 从 而 
. 486， 


:0.7 0.2 
| ( 1 0 0 ) 
0 0.91 
0.1 0.7 0.8 
0.4 0.8 
(OADV (0.2A0.1) (0.7AO0)V (0.2A0.7) 
= (OA1)YV (0.9A0.1) (OA0)Y(0.9 人 0.7) 
(0.4A1)YV (0.8A0.1) (0.4A0)YV (0.8A0.7) 
(0.TAO)V (0.2A0.8)\ /0i;7 0.2 0.2 
(OA0)V (0.9 和 0.8) 人 0.7 | 
(0.4A0)V (0.8A0.8)/ \0.4 0.8 0.8 
一 般 公 式 可 写成 
LBB CUis Wj) [up Cu V4) MAB CV wi)] 
V [ug Cs, va) A MBC Vy, W3) 1 
也 可 写成 更 一 般 的 形式 
6 Ba Ct, Wy) -VY [ua， (ts, Un) A pa (Uh, 7)]. 


方才 两 个 关系 矩阵 经 过 运算 “2 得 出 一 个 新 皂 阵 , 这 个 
运算 叫 艇 矩阵 的 模糊 乘法 , 它 是 用 V，A 等 运算 天 示 出 来 
的 ， 嵌 便 指 出 , 狐 似 简单 的 数 表 即 什 阵 是 大 有 文章 可 做 的 ， 
滤 注 论 是 高 等 代数 中 的 重要 分 支 ， 

接 普 关系 在 所 谓 聚 类 分 析 问 题 中 有 重要 应 用 、 聚 类 分 
析 实 际 上 就 是 分 类 问题 ， 和 上 一 小 节 讨 论 的 图 象 识别 不 同 
点 是 ， 进 行 聚 类 分 析 时 , 我 们 没有 什么 现成 的 模式 ,而 是 要 
根据 元 素 之 间 的 联系 和 区 别 , 将 它们 归并 为 若干 类 , 使 得 同 
一 类 中 所 有 元 素 互 相 之 间 ( 在 某 种 意义 上 ) 比 较 相似 ， 而 不 
疗 类 的 元 素 之 间 相 对 地 说 差别 较 大 ， 例 如 , 把 人 群 分 成 男 

7 。 


性 、 女 性 ,分 类 是 明确 的 ， 但 车 要 按 相 摇 进行 分 类 , 相像 的 
算 一 类 .不 像 的 不 在 一 类 , 这 就 是 模糊 聚 类 分 析 . 

模糊 关系 的 另 一 应 用 是 所 谓 的 综合 评判 ， 在 许多 实际 
场合 ,往往 会 遇 到 对 某 一 对 象 的 “全 面 评价 ”问题 , 即 对 所 研 
究 的 对 象 从 诸如 性 能 、 价 格 .外 观 等 有 关 因 素 出 发 加 以 比较 
从 而 做 出 评价 。 如 果 考 虑 的 因素 只 有 一 个 , 且 对 它 的 评价 
有 了 明确 的 标准 , 问题 比较 容易 解决 ， 例 如 , 比较 人 的 身高 ， 
只 要 有 一 把 尺子 就 足够 了 ， 但 若 需 要 考 虚 的 因素 很 多 , 评 
价 的 标准 又 不 那么 确切 , 如 外 观 , 情况 就 比较 复杂 ， 综 合 评 
判 为 解决 这 类 问题 提供 了 一 种 方法 . 

令 品 一 {wi, Wa，…, Um} 为 着 眼 因素 的 集合 ， 例 如 , 买 
衣服 着 眼 的 因素 可 以 是 衣料 质量 .做 工 .样式 .价格 ; 挑 篮 球 
运动 员 ， 着 眼 的 因素 则 是 身高 、 弹跳 力 、 灵 活性、 意志 或 者 
还 有 其 他 ， 玉 一 {v1, wa， …， 韦 为 评语 集合 ， 一 般 往往 是 
{ 优 、 良 .中 合格. 差 } (也 可 分 细 些 , 也 可 简化 一 些 )、 以 ra 
表示 从 第 个 因素 着 眼 ,对 被 评 对 象 作 出 第 j 种 评语 的 隶 
属 度 ,0<ry<1, 一 1 2 mm j=1， 2, …, 有， 把 9 排 
成 一 个 m 行 呈 列 的 表 ， 它 实际 上 就 是 Z 与 六 的 一 个 关系 
矩阵 , 通常 称 为 单 因素 评价 矩阵 , 以 如 表示 . 

全 面 评价 一 个 对 象 , 要 着 眼 于 所 有 m 个 因素 。 但 在 作 
出 最 后 结论 时 , 这 些 因素 的 参考 价值 不 尽 相同 ， 例 如 , 爸爸 
去 买 衣服 ,可 能 对 衣料 质量 要 求 高 ,价格 也 很 重要 , 对 样式 、 
做 工 就 不 讲究 ， 妈 妈 去 买 , 情况 就 不 同 了 ， 质量 虽然 要 考 
虑 ,样式 最 重要 ， 因 此 , 在 进行 评价 时 , 评价 者 对 各 个 因素 
.48 .. 


重视 程度 的 异同 起 很 大 作用 .于 是 , 可 以 把 评价 者 对 各 种 
因素 的 重视 情况 着 成 0 的 模糊 子 集 4= (qj, 9,…，am)， 
JU<a<1, 则 4 与 互 的 合成 就 是 评价 者 综合 各 种 因素 的 考 
虑 对 被 评 对 象 作 出 的 最 终 评价 
B—Ach - (DD 
它 是 的 一 个 模糊 子 集 ， 这 里 “。 ”是 矩阵 的 模糊 乘法 ， 注 
意 4 二 (gi,…', am) 也 可 看 作 工 行 吧 列 的 和 矩阵， 我 们 也 常 
嘱 4 为 权 系 数 向 量 . 
以 买 衣服 为 例 ,有 一 件 衣 服 , 从 衣料 质量 、 做 工 、 式 样 、 
价格 等 角度 孤立 去 看 ,评价 是 
人 氏 良 中 合格 差 
0.2 0.9 0.6 0 0\ 衣 料 质量 
| 0 0 0 0 | 做 工 
0 0 0.6 0.8 0 | 式样 
\, 0 0 0.5 0.8/ 价 格 
昨 语 言 来 叙述 就 是 : 衣料 质量 还 较 好 、 做 工 极 优 、 式 样 一 般 、 
价格 较 高 . 如 果 买 衣服 的 是 一 位 经 济 宽裕 的 老 派 人 十 ,讲究 
衣料 的 质量 各 做工 ,式样 不 太 注意 , 价格 不 考虑 , 则 可 以 有 
A=(0.8, 0.8, 0.3, 0) 
从 而 。 B=A4oR= 
0.2 0.9 0.6 0 0 
0 0 0 0 
0 0.6 0.8 0 
oO 0 0 0.5 0.8 


1 
(0.8, 0.8, 0.8, 0)o 


. 49 ba 


一 (0.8, 0.8, 0.6, 0.8, 0) 
即 评价 还 是 比较 好 的 . 
另 一 方面 , 如果 评 价 者 是 一 位 年 轻 人 ， 对 式样 十 分 抄 
噜 , 价格 要 求 低 廉 , 其 他 不 予 考 虑 ,对 他 来 说 
A=(0, 0, 1, 0.7) 


则 B=—AcR=(0, 0, 0.6, 0.8, 0.7) 
评价 是 勉强 合格 . 


现在 , 如果 有 一 个 人 , 对 服装 的 鉴赏 能 力 很 高 ， 他 (或 
她 ) 买 的 衣服 大 家 都 很 欣赏 ， 那么 , 由 于 单 因素 评价 矩阵 相 
对 来 说 变化 不 大 , 这 就 说 明 此 人 的 权 系 数 向 量 4 有 独到 之 
处 .因此 , 如 果 大 家 都 能 向 他 学 习 , 采用 他 的 权 系数 向 量 ， 
每 个 人 就 都 能 达到 他 的 那 种 鉴赏 水 平 ， 这 是 一 个 很 重要 的 
问题 . 我 们 知道 , 名 师 未 必 出 高 徒 ， 例 如 , 名医 的 徒弟 不 一 
定 是 名 医 , 名 曾 家 也 不 一 定 就 能 调教 出 名 画家 ,原因 自然 很 
复杂 ， 但 肯定 不 能 完全 归 诸 于 师傅 保守 、 徒 弟 懒惰 . 事实 
上 ,名师 有 许多 宝贵 经 验 ,“ 只 可 意 会 ,不 可 言传 ”, 自己 都 袁 
达 不 清楚 , 当然 难以 向 徒弟 传授 。， 因 此 , 如 果 有 种 方法 , 能 
根据 名 师 的 实践 从 某 个 侧面 总 结 出 他 们 的 经 验 ， 将 有 助 于 
上 述 间 题 的 解决 ， 作为 一 种 简化 ,假定 名 师 是 按 综合 评判 
的 模式 (也 式 进 行 判 瞩 (和 青 强 调 一 名， 这 是 一 种 根据 并 不 十 
分 充分 的 简化 假设 ), 那么 , 所 谓 名 师 的 经 验 就 集中 表现 在 
他 对 权 系 数 向 量 的 独到 的 选取 .于 是 , 现在 的 问题 就 是 反 过 
来 由 他 的 判 吴 结 果 刀 及 单 因 素 评价 矩阵 B, 求 权 系数 向 号 
4, 使 4 满足 方程 
。50 ， 


B=4°R 
六 个 方程 也 则 模糊 关系 方程 ， 这 个 总 结 经 验 的 问题 是 综合 
评 六 六 问题 
当 L、 焉 都 是 有 限 集 , 符 阵 六 是 由 普通 的 数组 成 时 , 模 
糊 关 系 方程 的 求解 已 被 很 多 作者 研究 ， 并 且 取 得 很 好 的 结 


呈 


应 该 指出 , 人 的 大 脑 在 对 复杂 现象 进行 评价 时 , 确实 有 
一 种 善于 综合 考虑 各 方面 因素 的 能 力 . 办 此, 实际 上 是 采 
用 了 某 种 独特 的 综合 评判 模式 ， 对 人 脑 这 种 特殊 能 力 的 研 
究 , 无 疑 是 人 工 智能 的 一 个 重要 问题 ， 当 然 , 这 一 节 所 介绍 
的 模式 , 是 初等 的 、 它 的 优点 是 方法 简单 , 使 用 方便 , 但 比 
较 粗 糙 ， 要 想 更 深入 地 探讨 人 脑 的 工作 机 人 制 ， 科 学 家 还 要 
走 很 长 的 一 段 路 . 


三 ”模糊 逻辑 和 模糊 决策 


“天 啊 ! 我 说 了 四 十 多 年 散文 ,一 点 也 不 晓得 ”、( 引 自 
英里 家 :< 贵族 过 ?> 主人公 茹 尔 丹 的 一 段 话 ) 

这 位 茹 尔 丹 先生 一 生 中 说 的 都 是 散文 ， 但 一 点 也 不 知 
道 散文 是 什么 东西 ， 不 知 我 们 是 不 是 也 像 站 尔 丹 先生 那 
样 ,一 生 中 用 的 部 是 模糊 远 辑 ,但 一 点 也 不 知道 模糊 远 辑 是 
什么 东西 . 


1 从 二 值 逻 辑 到 模糊 逻辑 


逻辑 与 集合 的 关系 是 密切 的 ， 现 在 我 们 已 经 成 功 地 把 
集合 的 概念 推广 到 模糊 集 的 情形 ， 这 就 使 我 们 对 建立 一 套 
与 之 平行 的 模糊 远 辑 理论 充满 信心. 

考虑 由 个 体 "a>" 和 谓词 “属于 4” 组 成 的 命题 “a 属于 
A”， 在 普通 的 情形 , 4 是 论 域 的 一 个 普通 子 集 ， 命 题 “a 
属于 42 的 值 等 于 4 的 特征 函数 在 a 上 的 值 , 为 真 时 , 什 为 
1; 为 假 时 , 值 为 0。 这 就 是 通常 的 二 值 逻辑 ， 

.2. 


作为 上 述 二 值 逻辑 的 直接 推广 ， 设 4 为 0 的 模糊 子 
集 ,“o 属于 4" 就 是 所 谓 的 模糊 命题 。 这 个 命题 的 值 很 自 
然 地 就 定义 为 4 的 隶属 函数 在 “上 的 值 ， 这 时 ， 对 命题 的 
值 , 我 们 不 是 简单 地 判断 为 < 真 ”或 “ 假 ”， 即 “1 或 "0 而 是 
理解 为 “ 真 的 程度 ”, 即 可 以 是 [0, 力 中 的 任 一 值 . 
例如 ，" 张 三 是 高 二 (二 ) 班 学 生 ”， 这 是 一 个 普通 的 命 . 
题 , 或 真 或 做 , 是 完全 确切 的 . “ 张 三 是 高 个 子 ”就 不 是 通 
常 意义 下 的 命题 ， 因 为 “高 个 子 ”是 一 个 模糊 集 ， 所 以 , 它 
是 一 个 模糊 命题 ， 如 果 张 三 对 “高 个 子 ” 的 隶属 度 是 0.8， 
则 模糊 命 古 “ 张 三 是 高 个 子 "的 真 信 就 是 0.8. 或 说 成 , 命题 
“ao 是 高 个 子 " 当 w 为 张 三 时 的 真 值 是 0.8. 
模糊 命题 的 否定 . 析 取 . 合 取 等 运算 的 定义 和 普通 命题 
完全 一 样 ， 我 们 所 需要 做 的 只 是 把 原来 讨论 中 的 “命题 * 理 
解 成 “模糊 命题 ”, “集合 ”理解 成 “模糊 集合 ”, 特征 函数 则 代 
之 以 来 属 函 数 . 特别 是 , 对 模糊 命题 ,如 用 TP(P) 表示 其 
求 属 度 ( 或 说 真 值 ), 仍 有 
THP) ~1—T(P) GD 
2CPAg@) =T(P) AT(Q) 
T(PYQ) ~T(P) YT) 
于 是 , 二 值 迎 辑 中 所 有 重要 性 质 ， 除 L8 外 , 全 部 成 立 , L8， 
即 补 余 律 ,对 模糊 集 失效 , 即 模糊 子 集 和 它 的 补 集 的 并 不 一 
定 是 全 集 、 模糊 子 集 和 它 的 补 集 的 交 不 一 定 是 空 集 ， 用 退 
辑 的 语言 来 说 就 是 ， 一 个 命题 和 它 的 否 命题 的 析 取 不 一 定 
是 真 命题 ， 它 们 的 合 取 也 不 一 定 是 假 命题 ， 有 一 种 批评 意 - 
.653 . 


网 ,认为 命题 和 它 的 否 命题 不 可 能 同时 为 真 或 者 同时 为 假 
这 在 人 类 思维 是 最 基本 的 , 以 至 于 违反 这 个 原则 , 水 辑 就 不 
成 其 为 逻辑 ， 这 种 看 法 的 根据 是 不 充分 的 ， 因为 ,只 权 仔 
细 考 察 周围 的 人 和 我 们 自己 ， 就 会 发 现 事实 上 我 们 大 家 都 
在 经 常 不 断 地 违反 这 个 原则 ， 如 对 一 位 一 米 七 的 男 青年 ， 
说 他 高 , 不 算 高 ; 说 他 不 高 , 还 算 高 . 应 该 说 , 背离 补 余 律 ， 
是 模糊 逻辑 区 别 于 传统 的 二 值 多 辑 的 一 大 特点 ， 正 是 由 于 
这 个 特点 ,使 它 更 接近 于 辩证 法 , 更 接近 于 人 类 思维 所 使 用 
的 逻辑 . 
接 第 二 节 的 例 1, 用 卫 表示 “是 高 个 子 ”, @ 表示 “是 
子 ” 则 卫 ( 甲 ) 表示 模糊 你 题 < 甲 是 高 个 子 ”，@ ( 丙 ) 表 示 “ 丙 
是 胖子 等 等 .于 是 
”PP( 甲 ) 的 走 值 一 T(P( 甲 ))=0.9 
T(P(Z)) =1 
T(P()) =0.6 
T(P(T)) =0 
同样 T(Q(RF)) 一 0.8 
T(Q(Z)) 一 0.2 
2(@( 西 )) 一 0.9 
T(Q(T)) =—1 
则 命题 “四 不 是 高 个 子 ” 的 真 值 为 
TP(R)) 一 1 一 下 (本 ( 甲 )) ~1—0.9=0.1 
“ 甲 是 胖 高 个 ”的 真 值 为 
。64 。 


T 了 CP( 甲 ) 入 Q@( 甲 ))=T 了 (CP( 绅 )) 信 T(Q( 转 )) 
~0.9 人 0.8=0.8 

“这 四 人 不 是 胖 就 是 高 ”=“ 这 四 人 都 是 胖 或 高 

一 ( 尼 ( 甲 ) VY Q()) A (P(Z) YQ@(Z)) 
入 (已 (两 ) YQ()) A 和 (POT)Y Q(T)) 

则 TC 这 四 人 不 是 牌 就 是 高 ?) 一 了 (A 人 (PV @) (%)) 
= (0.9V0.8) A (1V 0.2) A (0.6V0.9) A\ (OVID) 
=0.9A1i\0.9 和 人 1=0.9 

这 个 命题 的 真 值 是 0.9、 所 以 ， 第 二 节 的 例 工 作出 的 结论 

说 : 这 四 人 中 几乎 不 是 胖 就 是 高 是 有 根据 的 . 

对 土 述 讨论 结果 , 也 许 你 们 中 有 人 感到 不 满意 ， 因 为 ， 

在 实际 生活 中 ， 没 有 人 会 在 每 叙述 一 个 命题 时 就 附 上 真 值 

大 小 精确 数 的 说 明 .机 器 人 可 能 需要 这 样 干 , 真实 的 人 肖 定 

不 会 这 样 干 ， 相 反 , 我 们 经 常用 一 些 “ 完 全 肯定 >“ 非常 正 

确 ”“ 非 常 非常 正确 ” “不 太 可 能 ”“ 有 点 对 ”“ 几 乎 金 错 ” 

等 语言 来 描述 命题 的 真实 程度 ，、 为 了 解决 这 些 问 题 ， 我们 

需要 引进 廊 谓 语言 变量 的 概念 . 


2 语言 变量 
一 个 变量 , 如 果 所 了 到 的 值 不 是 通常 的 “ 煞 ” 而 是 自然 语 
言 或 人 工 语言 (如 计算 机 语言 ) 的 词 或 句 ,就 则 做 语言 变量 ， 
一 般 说 来 , 词 可 以 看 成 是 论 域 中 的 模糊 子 集 ,因此 没有 数 那 
么 精确 . 所 以 ,语言 变量 方法 特别 适用 于 描述 某 些 难 于 精密 
* 86 ， 


量化 的 复杂 现象 , 例如 “年 龄 "是 一 个 语言 变量 ， 这 个 变量 
取 的 “ 值 > 可 以 是 : 年 轻 , 不 年 轻 、 老 .很 老 . 十 分 老 . 不 年 轻 也 
不 老 等 。 这 些 值 中 的 每 一 个 都 是 论 域 U= [0, 100] 中 的 模 
糊 子 集 ， 论 域 中 的 元 素 即 个 体 , 可 看 成 基础 变量 , 则 它们 之 
间 的 关系 可 由 下 图 给 出 . 


20 25 30 40 外 50 Dd . 0 基础 变量 

语言 值 通常 可 分 为 贾 类 ， 一 类 是 由 少数 几 个 原 词 ， 如 
老 .年 轻 等 组 成; 另 一 类 是 由 原 词 加 上 一 些 修 饰 词 ， 如 “很 ”、 
“ 稍 许 ” “非常 >“ 十 分 ”等 , 并 按照 一 定 规则 生成 ， 这 个 规则 
称 为 句法 规则 . 原 词 和 由 原 词 派生 出 的 其 他 词 都 是 论 域 中 
的 模糊 子 集 , 因此 , 各 个 语言 值 的 实际 含意 由 相应 的 隶属 函 
数 给 出 , 这 可 称 为 词义 规则 ， 这 样 , 我 们 有 

定义 1 一 个 语言 变量 由 下 列 五 个 因素 确定 ; 

1) 变量 的 名 称 , 如 年 纪 .容貌 ; ” 

2) 变量 所 取 的 值 即 语言 值 的 集合 ,如 对 年 纪 来 说 , 语 
言 值 的 集合 为 年 轻 . 不 年 轻 , 老 .很 老 .十 分 老 等 等 ; 

8) 论 域 , 它 的 元 素 称 为 基础 变量 ; 
， 6566， 


LM 


4) 句法 规则 , 由 原 词 加 上 修饰 词 按照 句法 规则 产生 出 
其 他 词 

5) 语义 规则 ，, 对 应 于 每 一 个 语言 值 , 给 出 它 的 隶属 函 
数 以 说 明 它 表示 的 具体 含意 . 

使 用 哪些 修饰 词 , 具体 情况 须 作 具体 分 析 , 这 和 讨论 的 
语言 变量 有 关 ， 在 多 数 情况 下 常用 的 修饰 词 有 : 很 (也 叫 非 
常 ). 略 (比较 )、 极 (非常 非常 )、 微 (稍微 、 有 点 ) 等. 

定义 2 如 果 原 词 的 素 属 函数 是 ww), 则 规定 , 

1) “很 * 原 词 的 隶属 函数 为 [4(%)]3 

2)“ 咯 ” 原 词 的 隶属 函数 为 [4(w)] 3 

8)“ 极 ” 原 词 的 隶属 旺 数 为 [4《w)]5 

4)“ 微 * 原 词 的 素 记 函 数 为 [wu(o)] 主 

例如 , 设 论 域 口 = 往 , 2, 83, …, 10}, 原 词 < 大 ”小 ”的 
水 属 函数 为 


c+ 0.8 ,0.6 ,0.2 .0. 


于 是 ， 
Lo 0.16 ,0.86 ，0.64 ,1111 
很 大 "一 让- 有 二 -十 攻 + 可 十 曾 
0.08 0.18 0 和 1 二 1 
仅 大 时 7 ++I0 
sr» 1, 0.64, 0.86 , 0.04 , 0.01 
很 小 ”= 于 + 二 一半 十 一 


“不 大 不 小 ”一 “不 大 ”和 “不 小 ” 
二 867 [a 


3 4 5 6 7 


. “不 很 大 也 不 很 小 ” 


1 1 ,1,1, 0.84 ,0.64 ，0.36 
(于 + 雪 + 才 + 主 + +) 


0.86 ，0.64 ，0.96 ，0.99 i 
N+ + a + 5 16 


1,1 1 1 
+ 计 + 襄 + 肆 + 讲 ) 


0.86 ，0.64 ，0.96 ，0.84 0.64 ，0.36 
= t+ 1 6 + 7 


应 该 指出 ， 和 定义 2 的 规定 并 不 完全 符合 自然 语言 中 相 
妾 的 词 意 , 充其量 是 一 种 近似 . 如 何 更 含 更 地 描述 自然 语 
盲 中 的 这 些 副 词 ， 是 语言 学 中 一 个 值得 继续 探讨 的 问题 . 
[ 例 刁 ” 沙 “ 老 年 2 的 隶属 函数 为 
0 (<50), 
a(t) = eC (50<w<70), 
1 (¢>70), 
则 “很 老 ” 的 隶属 函数 是 
.58、 


0 (zc 和 50)， 
Maa (2) 一 won-| A (oz_50)。 (50<w<70), 


400 
i (2>70). 
“不 很 老 ” 的 隶属 函数 为 
Pras (0) —1— Kay (2) 
1 (z<50)， 
二- 2 (s-50)2 (50<z<70)， 


0 (¢>70). 
注意 , 它 和 “很 不 老 ” 是 有 区 别 的 , 后 者 的 隶属 函数 是 
at (CT) = [jx (2)]? 


20 
0 (2>70)., 

这 样 ,利用 少量 原 词 的 隶属 函数 , 再 根据 事先 约定 的 某 些 名 
法 规则 ,就 能 描述 许多 内 容 更 加 丰富 的 复合 词 的 词 意 ， 这 

有 它 的 重要 的 理论 意义 和 实用 价值 . 
在 模糊 逻辑 中 , 最 重要 的 一 类 语言 变量 叫 语言 真 值 , 这 
时 论 域 到 为 口 ~ [0, 妇 , 原 词 为 " 真 ”>“ 假 ”>， 但 这 里 的 “ 真 ” 
不 同 于 二 信 逻 辑 的 “ 真 ”. 后 者 的 值 是 精确 的 数 1， 前 者 的 ， 
值 是 模糊 数 "大约 2. 同样 ,模糊 逻辑 的 假 " 不 同 于 二 值 逻 
辑 的 “ 假 >， 后 者 的 值 为 精确 的 数 0， 前 者 则 为 模糊 数 “ 大 约 
90， 如 果 把 “大 约 妃 “ 大 约 0 看 成 三 角形 模糊 数 ( 见 第 42 
，09 ， 


1 (<50)， 
-El (50 <w<70), 


页 ), 由 于 论 域 是 单位 区 间 [0, 二 ,这 两 个 模糊 数 的 求 属 沙 数 
(图 10)， 即 
MW (V) = 
ja) ls (0 
应 用 我 们 熟悉 了 的 名 法规 
则 
Wax(®) 一 0 


Hg 人 (2) 一 (圭一 全) 


于 
图 10 Mt CV) = 


Wnsgm lv) 一 人 一 四 二 
MCV) 一 全 
1 一 (1 — %)« 
二 值 逻辑 中 的 “ 真 ”的 隶属 函数 只 在 1 上 取信 1 其 他 都 取 
值 0, 所 以 ,应 把 它 理解 成 “完全 真 ”, 即 
1 (%=1); 
Mx CT) -人 Cz ” 
同样 , 二 值 迎 辑 中 的 “ 假 ”, 现在 应 理解 成 “完全 假 ”, 名 
eC -人 人 
当然 , 上 述 对 原 词 “ 真 >“ 假 ?词义 的 理解 , 也 还 有 可 以 
探讨 的 地 方 ，( 了 D 式 的 规定 ,实际 上 是 把 “ 假 ” 看 成 “ 真 " 的 否 
定 , 即 “ 不 真 ” =“ 假 ”, 这 种 定义 并 不 太 符合 实际 ， 例 如 , “不 
。60 ， 


好 ”未 必 就 “ 坏 ”， “不 美 ” 未 必 就 “ 导 ”. 所 以 ， 把 “ 假 " 看 成 “不 
真 ”, 是 过 于 简单 ,怎么 解决 这 个 问题 ?" 真 ”的 隶属 函数 一 种 
更 接近 实际 的 定义 可 以 是 


| 0 (0<w<o); 
ja 1A) (eo< 

1-2( 2) (<e<1) 
这 里 “是 常数 , 且 0<a<1 


现在 ,“ 假 ”的 定义 不 是 “ 真 ”的 否定 ,而 是 把 * 假 ”的 求 属 
函数 和 真 ?的 未 属 函 数 看 成 关于 2 一 二 是 对 称 的 , 即 
He) = ux(1—%) (0<v<l) 《图 11) . 
有 了 时， 把 上 面 论 域 [ ~ [0， 二 改 成 下 述 有 限 集 ， 在 
应 用 中 更 方便 些 , 妈 
U= {0, 0.1 0.2, 
., 0.9, 1} 
“ 真 "、“ 假 ”的 未 属 函数 定 
义 如 下 ; 
“页? 一 了 7 0 1 
.0.9 


1 ?1 5 
0.9 1 图 1 
* 假 ”的 隶属 函数 和 “ 真 ” 对 称 
“00 40 4 
假 ”~ F101IT0 


Ea 61 La 


根据 第 三 节 第 小 节 (DD 式 了 站 DP) ~1- 了 (了 P), 于 是 


《4 非 假 2 一 一 二 十 天 二 十 天 去 十 -六 全 十 克文 


“ 真 "与 “ 非 假 >“ 假 > 与 “ 非 真 "显然 是 有 区 别 的 . 

以 语言 值 为 真 . 假 值 的 逻辑 , 称 为 模糊 语言 逻辑 ， 从 直 
观 上 着 ， 它 给 人 类 的 推理 提供 了 一 种 比 传统 的 二 值 膛 辑 更 
为 实际 的 结构 .特别 是 , 它 为 我 们 在 下 一 节 要 讨论 的 近似 扒 
理 一 一 一 种 不 精确 但 也 不 是 太 不 精确 的 推理 模式 提供 了 理 
论 基 础 . 


3 近似 推理 


传统 逻辑 中 推论 的 基本 规则 是 假 言 推理 . 按 这 一 规则 
我 们 能 够 从 命题 了 的 真 俊和 蕴含 重 言 式 P=*Q 中 推断 出 
命题 @ 的 真 假 ， 例 如 ,着 卫 表示 “ 张 三 住 院 ”, @ 表示 “ 张 三 
生病 ”, 那么 ,车 “ 张 三 住院 ” 真 ,“ 张 三 生病 ”也 真 ，- 

然而 ,在 人 类 的 很 多 推理 中 , 使 用 的 是 假 言 推理 的 模糊 
形式 而 不 是 它 的 精确 形式 . 换 句 话说 ,已 知 的 是 : 卫 真 ,三 > 
Q， 这 里 P* 和 卫 差 不 多 ， 于是， 我 们 的 结论 是 @ 接近 于 
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真 ， 这 种 推理 模式 称 为 近似 推理 ， 也 叫 似 然 推理 ， 鲍 如 ,。 
和 5 是 两 个 数 ， 已 知 65, sa 一 5 则 5 一 5、 这 是 传统 逻辑 ， 
如 果 说 , 已 知 o。 和 5 差不多 , a 很 小 , 问 5 是 多 少 ?这 就 是 近 
似 推理 ， 为 说 明 近似 推理 的 基本 思想 , 我 们 仍然 从 一 个 具 
体例 子 讨论 起 ， - 

设 论 域 U~ 了 一 {1 2, 8, 名.“ 近似 相等 "是 UX 的 
一 个 二 元 模糊 关系 , 即 

有 ~“ 近似 相等 


1 1 1 1 
"Dts 


十 0.5 十 0.5 十 0.5 十 0.5 
I, 
0.5 0.5 
+ TU 
它 的 关系 矩阵 

1 0.5 0 0 
0.5 1 0.5 0 
0 0.5 1 0.5 
0 0 0.5 1 


. 令 c< 小 , “小 *? 由 口上 模糊 集 确定 ,假设 为 


车 a 取 1, & 近 似 等 于 5,b 为 1 的 素 慰 窍 是 1 人 1 一 1; & 取 
2, 8 为 1 的 隶属 度 是 0.6 人 0.5=0.5, a 取 8, 5 为 1 的 隶 
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属 度 是 0.2 和 0~0; a 取 4,8 为 1 的 隶属 度 是 0 和 0=0、 这 
四 种 情形 澡 的 任 一 个 , 都 能 导致 5 为 1, 即 5 为 是 上 述 四 
种 情形 的 析 取 , 它 的 隶属 度 应 是 
(AIDY (0.6A0.5) VY (0.2A 和 0)Y (0A0) 
=1V 0O.5VOVO=1, 
类 似 地 ,5 为 2 的 未 属 度 是 
(1A0.BDYV (0.6ADYV (0.2A0.5)V (OA0) 
=0.5V0.6V0.2V0=0.6,; 
2 为 8 的 隶属 度 是 
GAO)V(0.6A0.5)V (0.2 人 DV (0 0.5) 
~0V0O.BV0.2V0=0.5, 
2 为 4 的 隶属 度 是 
(1A0) VY (0.6A0) Y (0.2A0.5)V (OA 
~0VOV0.2V0=0.2. 
从 而 5 应 由 
Bt 出 
确定 . 

如 果 记 4 为 4= (1 0.6, 0.2),5 为 B= (1，0.6， 
0.5, 0.2), 易 见 B 一 4A 有 R 愉 是 第 49 页 的 公式 (1)、 以 后 由 
a 求 就 可 用 这 一 公式 ， 为 解释 所 得 结果 的 含意 ， 我 们 按 
第 三 节 里 定义 2 将 由 原 词 “小 ”加 上 车 干 修饰 词 产生 出 的 语 
言 值 的 隶属 函数 算出 , 并 列表 如 下 ， 
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U={1, 2， 3, 4} 《2) 


小 


1 0.6 0.2 0 
很 小 1 0.86 0.04 0 
比较 小 - 1 0.77 0.45 0 
极 小 1 0.13 0 0 
有 点 小 1 0.88 0.67 0 


表 (2) 起 “词典 ”的 作用 ， 我 们 希望 能 利用 这 个 词典 从 素 属 
函数 的 角度 查 出 它 应 描述 的 派生 “ 词 ”. 但 是 ,严格 地 说 , (DD 
对 应 不 上 (2) 中 的 任 一 个 , 词典 中 没有 “幸好 ”这 个 词 , 但 它 
接近 于 “比较 小 ”. 所 以 ,我 们 可 以 把 (D 式 粗略 地 说 成 “比较 
小 ”>， 这 种 做 法 称 为 语言 近似 , 也 就 是 用 自然 语言 来 叙述 隶 
属 函 数 所 反映 的 特性 ， 于 是 , 可 把 上 述 推理 过 程 表达 为 


4，& 是 小 的 前 提 
Ba 和 近似 相等 前 提 (3) 
B. 5 比较 小 近似 结论 


已 经 指出 ,由 4、 及 求 B, 正 是 大 家 早已 熟悉 的 模糊 关 
系 的 合成 运算 即 第 二 节 第 和 小 节 (TD 式 .所 以 , 前面 的 “近似 
相等 ”关系 实际 上 提供 了 近似 推理 的 一 种 一 般 性 方法 即 所 
谓 的 合成 规则 , 它 可 叙述 如 下 
设 丸 分别 是 在 论 域 U、V 取 值 的 量 , 车 丸 取 的 值 和 由 
U 上 的 模糊 集 4 描述 ,五 为 Ux 中 的 一 个 二 元 关系 ， 则 
v 由 下 列 方程 确定 
B=AcR 
这 里 Ao 为 4 和 且 的 合成 ,B 为 的 模糊 子 集 ， 即 
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.是 4 前 所 
与 4 符合 闫 系 肛 前 提 (4) 
vo 是 8B 近似 结论 
因 (全 中 B 恰 由 公式 B=AcR 给 出 ,所 以 ,综合 评判 实际 上 
也 是 一 种 近似 推理 . 

广义 来 说 ， 使 用 模糊 逻辑 进行 推理 都 可 以 叫做 近似 扒 
理 ， 合 成 规则 (名 只 是 近似 推理 的 一 种 简单 形式 ， 但 是 ,由 
于 充分 使 用 语言 变量 这 一 独特 的 工具 , 再 辅 以 适当 的 句法 、 
语义 规则 ， 近 似 推理 的 合成 规则 能 够 帮助 我 们 直接 总 结 人 
们 某 些 未 能 上 升 到 理论 高 度 的 实践 经 验 ， 这 使 我 们 在 关于 
人 类 某 些 思维 活动 的 定量 研究 方面 又 前 进 了 一 步 ， 是 十 分 
有 意义 的 . 

[ 例 3] 请 你 到 市 场 买 某 种 商品 , 给 的 命令 是 “加 果 
价钱 便宜 质量 又 好 就 多 买 一 点 "， 你 到 市 场 转 了 一 圈 , 应 该 
如 何 做 决定 一 一 究竟 买 多 少 ? 

解 ” 显 然 ,，“ 价 钱 便 宜 ”、“ 质 量 好 ”、“ 多 买 一 点 "分别 是 
三 个 论 域 上 的 模糊 子 集 , 为 简单 起 见 , 设 


mm 1 o4 0 ,0 
价钱 便宜 ' 一 T510251+ O50.55 
,, 1 .0.5.0 
人 LE 十 一 一 十 一 
质量 好 一 蒜 二- 币 + 世 
‘ ， 0 08 1 
多 买 一 点 -而 本 01 -30 + 


则 “价钱 便宜 , 质量 又 好 ”这 个 模糊 概念 如 何 下 示 呢 ? 首先 
它 的 论 威 应 是 前 两 个 论 威 的 间 积 ， 相 应 的 隶属 度 由 合 取 绘 
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1Al | 1A0.5 | _ TAO _ 
00.3, 仿 ”00.3 中 ) “(0.2, 千 ) 
_0.4AT ，0.4A0.5 | 0.4A0 
+ 了 70.25, 优 ) 0.25) 中 《0 下 , 男 ) 
0Al ,_0A0.5 | _0A0 
(0.8, 优 ) 《0.8, 中) 3 0 
OAl ,0M0.5_ 
© 0.86, 优 》 0 -70.55, 中 ) 所 0 办 和 7 


十 


(0 总 全 7 + 时 和 CE 
0.4 0.4 0 
+ 026, My + 0025, Ty C0.35, BY 


0 0 0 
+708 v7 1 08, FT) C0.8, FY 


+10 有 + 人 0 而 +0, 夯 7 
现在 ， 命 题 “如 果 价钱 便宜 , 质量 又 好 , 就 多 买 一 点 ”是 前 两 
个 论 域 的 直 积 与 第 三 个 论 域 的 模糊 关系 R. 换 名 话说 ,仍然 
是 一 个 模糊 子 集 ， 它 的 隶属 度 可 由 下 述 矩 阵 给 出 〈 参 看 第 
二 节 第 4 小 节 )， 
如 果 价格 是 0.2、 质量 为 优 ， 这 种 情形 被 定 为 “价钱 便 
家 ,质量 又 好 ”的 隶属 度 是 4 从 而 车 (0.2， 优 ) 则 以 隶属 度 
1 人 1 买 40 个 、 以 I 入 0.8 买 80 个， 类似 地 ， 如 果 价 格 是 
0.2_ 质 量 为 中 , 这 种 情形 被 定 为 “价钱 便宜 ,质量 又 好 ”的 水 
属 度 是 0.5， 从 而 车 (0.2, 中 ) 则 以 隶属 度 0.5 人 1= 0.5 买 
4 个 .以 0.5 入 0.8= 0.5 买 80 个 ,于 是 , 关系 矩阵 为 
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局 虽 虽 口 己 吕 吕 尼 二 
忆 避 虽 口 局 它 虽 口 口 口 呈 


LO 了 
现在 , 你 到 市 场 转 了 一 圈 , 如 果 弄 清 该 商品 只 有 一 种 , 价 祝 
是 0.25, 质量 属 中 , 即 (0.25, 中 ), 则 
4= (0, 0, 0, 0, 1, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0) 
也 (4) B= AR= (0,.0, 0.4, 0.4) 
应 以 0.4 的 隶属 度 买 80 个 , 以 0.4 的 隶属 度 买 和 个. 
如 果 商 品 的 价格 和 质量 并 不 都 很 精确 〈 集 市 贸易 就 属 
这 种 情况 ), 那么 应 该 把 它 看 成 模糊 子 集 , 如 
A=(1, 0.9 0, 0.9, 0.7, 0, 0.2, 0, 0, 0, 0, 0) 
邯 “ 价 格 是 0.2 或 稍 贵 一 点 , 质量 不 错 ”, 则 
B= 4oR= (0, 0, (IA0.8)V (0.9A0.5) 
V (OAO) VY (0.9A0.4) V (0.7A0.4), 
(LIA)V (0.9A0.8) YY (OA YY (0.9 
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人 0.4)V (0.7A\0.4)) 
=(0, 0, 0.8, 1) 

即 我 们 很 容易 地 就 可 以 做 出 决定 : 买 和 个 . 

这 个 方法 看 来 有 些 策 ， 我 们 上 街 买 东西 从 来 不 会 做 这 
种 运算 ， 可 是 , 它 已 提供 了 一 种 决策 的 模式 , 你 却 可 以 把 这 
个 方法 教 给 机 嚣 人， 掌握 这 种 方法 的 机 器 人 显然 比 它们 的 
父兄 灵活 一 些 , 它 懂 一 点 模糊 思维 ,不 至 于 像 它 们 的 长 辈 那 
么 澄 、 这 应 该 说 是 一 个 可 喜 的 进步 、 

当然 ， 从 这 个 小 小 的 例子 ， 我 们 也 已 经 能 看 出 不 少 问 
题 : 第 一 , 要 把 一 些 命令 .规则 ,经验 用 模糊 关系 的 形式 表达 
出 来 通常 是 有 相当 难度 的 ; 第 二 ， 模 式 (4) 给 出 的 结果 是 一 
个 模糊 判断 ,有 的 模糊 判断 如 (0, 0, 0.8, 1) 容易 据 以 做 出 
决策 : 买 和 个 ; 有 的 判断 如 (0, 0，0.4,0-4) 就 不 容易 据 以 做 
出 决策 ， 多 数 实际 决策 问题 我 们 最 后 总 是 希望 能 做 出 确定 
性 的 判决 : 究竟 买 几 不 ? 根据 模糊 判断 做 出 确定 性 的 判决 ， 
是 相当 复杂 而 重要 的 问题 ,也 是 至 今 还 未 很 好 解决 的 问题 . 


4 MYCIN 系统 的 推理 规则 


MYOIN 是 第 一 个 有 实用 价值 的 专家 系统 (1974 年 ). 
所 谓 专家 系统 是 一 种 能 模拟 人 类 思维 活动 的 计算 机 系统 ， 
它 能 把 专家 解决 某 些 问题 的 知识 以 适当 的 形式 存 入 计算 
机 ,然后 根据 输入 的 原始 数据 , 按 一 定 的 规则 去 进行 推理 ， 
做 出 判断 和 决策 ， 因此, 这 种 系统 可 在 某 种 程度 上 起 着 专 


。69 . 


罕 的 作用 ,所 以 叫 专 家 系统 ， 倒 如 MYGOIN 系统 主要 就 用 
于 为 某 种 疾病 的 诊断 和 治疗 提供 咨询 服务 . 

MYOIN 系统 的 推理 规则 很 有 特色 ， 现 将 其 原始 考 感 
简介 如 下 . 

设 有 一 组 条 件 ,一 个 待 汰 汤 的 假设 hr， 从 正面 看 , 若 症 
状 人 成立， 对 假设 大 可 信 的 信念 会 有 所 增强 ， 雯 强 的 程度 
记 为 人 BCh, en) . 

O&MB(h, ei) <1 
MB(h, 6@1) 一 0 表示 毫 无 增强 ，MB(h, 61) = 工 表示 增 至 最 
强 ， 即 为 可 信 ， 考 虚 另 一 症状 eo, ez 成 立 也 会 对 假设 及 可 
信 的 信念 有 所 减弱 , 减弱 的 程度 记 为 MDCh, e632) 
0<MD(h, es) <1 
HD(h, ez) 一 0 表示 毫 无 减弱 ， 基 Dlh, es) =1 表示 减 至 最 
弱 ， 即 及 不 可 人 和信。 两 方 闸 综合 起 米 看 , 若 症 状 el 与 ea 锭 成 
立 , 可 信 的 程度 应 是 两 者 之 差 ， 把 它 称 为 可 信和 因子 
Ok ,; 国 
OP, BO es) — MDh, ea) —1<OF(h) <1 

MYOIN 条 统 的 推理 规则 规定 为 

COF>0 即 县 B> MD, 判断 ' 信 可 信 ” 为 直 (TRUD); 

OF=0 即 B 一 MD, 不 做 判断 (UNKNOWN); 

OF<0 即 MB 二 MD, 判断 % 可 信 ” 为 假 (FALSRE). 

车 把 了 BE 看 成 成 立 的 真 什 , 如 D 就 是 加 成立 的 假 值 ， 
即 不 成 立 的 真 值 。 它们 都 可 取 [0, 十 中 的 任何 值 且 是 分 别 
:独立 确定 的 , 由 此 可 见 , MYOIN 系统 的 推理 规则 也 是 建立 
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在 模糊 真 假 值 基础 上 前 一 种 近似 推理 ， 这 种 推理 槛 式 的 特 
点 在 于 , 它 强 调 对 命题 的 成 立 与 否 不 能 只 从 单方 面 看 ,而 要 
从 正 反 两 方面 综合 进行 考虑 。 一 般 地 说 , 对 命题 P, 若 从 某 
个 角度 冒 , 卫 成 立 的 程度 为 Kk; 从 另 一 角度 看 , 了 不 成 立 的 
程度 为 入 =1 一 和 ( 即 从 这 一 角度 看 ,为 卫 成 立 的 程度 ), 则 

若 pw>); 判断 “PP 真 "(CPRUB)i 

车 =~, 不 做 判 断 (UNKNOWN); (B®) 

车 p<, 判断 “PP 假 ” (FALSDB). 
例如 , 考察 一 个 人 ,不 能 只 看 长 处 ,或 只 看 短处 , 要 两 方面 都 
看 . 看 长 处 优点 为 让 看 短处 ， 缺 点 为 从 一 1 则 

若 p> 即 罗 + 和 >1 优点 大 于 镇 点 ,此 人 可 到 ; 

落 j= 即 二 和 = 二 优点 相当 缺点 ,不 做 判断 ， (6) 

落 KW< 和 NM 即 凤 十 < 优点 小 于 缺点 ,此 人 不 可 请， 

进一步 ,如 果 能 够 糖 确 地 估计 出 六 和 的 数值 ， 还 可 考 
处 两 者 的 差 信 以 讨论 命题 “ 走 ” 的 程 谋 、“ 候 ”的 程度 等 等 . 

MYOIN 系统 的 推理 规则 比 经 典 的 二 值 逻 辑 更 加 接近 
于 人 的 思维 规律 , 而且 带 有 一 些 辩证 法 的 色彩 ， 美 国信 
国人 工 知 能 协会 主席 费 根 鲍 姆 (EE. A. Feigenbaum) 曾 说 ， 
MYOIN 系统 是 使 人 工 智能 从 玩偶 世界 迈进 真实 世界 的 一 
类 计算 机 系统 中 的 第 一 个 ! 确实 , 人 的 思维 与 行动 往往 侍卫 
着 一 定 程度 的 模糊 性 。 这 种 模糊 性 代表 了 思维 活动 中 生动 
灵活 的 一 面 , 从 而 使 人 能 高 效 并 可 靠 地 传递 和 处 理 信息 .内 
. 此 , 人工 智能 要 从 玩偶 世界 迈进 真实 进 界 , 没有 一 点 模糊 人 
的 概念 和 思想 是 不 可 能 的 ! 
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四 景 的 展望 


性 


这 本 小 书 不 可 能 会 面 涉及 模糊 数学 的 主要 内 容 ， 我 们 
希望 向 读者 介绍 有 关 模 糊 集 合 的 一 些 最 基本 的 概念 和 
从 1965 年 查 德 明确 提出 模糊 集 的 概念 以 来 ,二 十 年 过 
去 了 . 今天 ， 模 糊 数 学 虽然 还 不 是 一 棵 直立 摧 拓 茂密 参天 
的 大 树 ,但 也 不 再 是 刚刚 出 土 的 幼苗 . 从 根本 上 说 ,模糊 数 
学 是 应 用 数学 , 它 是 否 成 熟 ， 取 决 于 它 的 应 用 是 否 成 功 、 广 
” 泛 和 深刻 .目前 ,模糊 数学 已 经 在 包括 气象 科学 、 主 物 、 化 
学 .环境 科学 、' 心 理科 学 、 教 育 科 学 .农业 科学 、 地 质 科 学 、 地 
震 科 学 、 医 学 等 众多 的 领域 的 应 用 中 取得 了 初步 成 果 . 另 
一 方面 模糊 集合 的 提出 也 对 传统 数学 理论 本 身 产生 广 污 ， 
有 时 也 颇 为 深刻 的 影响 ， 
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1 人 工 智 能 


人 工 智 能 的 重要 性 已 不 用 多 说 , 这 里 只 着 重 强调 两 点 ; 
二 7% 全 
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第 一 , 从 近期 目标 看 , 当前 人 工 智 能 研究 的 主要 领域 ， 
最 重要 的 就 是 专家 系统 . 首 第 三 节 第 4 小 节 里 ， 我们 对 专 
家 系统 的 丹 念 已 经 作 了 通俗 的 介绍 ， 目 前 专家 系统 的 问题 
主要 是 知识 表达 指 方 式 还 不 十 分 成 熟 , 推理 手段 也 不 多 . 关 
于 推理 手段 ,我 们 在 三 3, 三 4 节 曾 讨论 了 近似 推理 最 简单 
的 模式 ， "但 这 只 是 初步 尝试 ， 远 未 成 熟 ， 还 有 许多 工作 要 
做 ， 知识 未 达 方 式 即 知识 库 的 建立 和 完善 , 是 另 一 重要 的 
困难 问题 ， 人 的 知识 是 用 语言 和 文字 保存 和 传递 的 ; 由 于 
客观 训 物 是 无 穷 无 尽 的 ， 语 言 必须 力求 用 最 小 的 单位 表达 
尽 可 能 多 的 信息 , 否则 就 将 非常 累 资 ， 用 同一 个 词 表达 各 
种 不 同 的 含意 . 从 而 大 大 节约 语言 单位 ,是 自然 语言 的 一 个 
很 重要 的 特点 ， 这 就 是 说 , 词 无 须 象 某 些 精确 概念 所 要 求 
的 那样 界限 分 明 ， 它 在 一 定 程度 上 的 模糊 性 赋予 知识 体系 
以 必 不 可 少 的 灵活 性 ， 另 一 方面 ， 语言 的 上 下 文 限制 又 恰 
好 能 使 它 在 一 个 特定 的 场合 只 表示 一 种 界限 分 明 而 非 模糊 
的 概念 . 总 之 ,在 涉及 到 专家 系统 的 “智能 ”的 这 两 个 核心 问 
题 上 , 看 来 , 模糊 集 的 理论 都 可 能 发 挥 作用 ， 
第 二 , 从 智能 科学 的 远 期 目标 看 ,应 该 把 它 的 探索 和 新 
型 计算 机 的 研制 联系 起 来 ， 在 所 亩 第 五 代 电 子 计算 机 的 研 
出 中 , 日 本 先 走 了 一 步 . 据 报道 ,1985 年 在 日 本 航空 、 电 子 
技术 审议 会 向 科技 厅 提 交 的 一 份 咨 询 报告 中 又 公布 了 着 平 
研制 第 六 代 计算 机 的 设想 . 这 个 报告 指出 ， 目前 开发 中 的 
第 五 代 计 算 机 只 具有 “推理 ”的 机 能 ， 是 人 工 智能 发 展 的 初 
级 阶段 ,第 六 代 计 算 机 别 能 象 人 那样 认识 思考、 推理. 学 习 
。23 ， 


是 一 个 更 接近 于 人 脑 的 多 功能 “智能 系统 ”, 报告 强调 ,要 完 
成 这 项 研制 任务 ， 仅 仅 依靠 现 有 计算 机 技术 的 “延伸 ”是 十 
分 困难 的 ， 必 须 把 对 人 的 思考 过 程 的 研究 成 果 同 计算 机 技 
术 的 最 新 成 就 结合 起 来 , 搞 好 多 学 科 . 多 领域 的 综合 性 研究 . 

这 里 的 关键 问题 是 要 弄 清 人 的 大 脑 究竟 是 怎样 思维 
的 ， 人 脑 和 筷子 计算 机 即 电 脑 的 工作 原理 异同 之 处 究竟 何 
在 ?有 趣 的 是 , 尽管 人 们 现在 可 以 上 天 , 可 以 入 地 , 但 对 长 在 
自己 肩膀 上 的 脑 仆 了 解 得 很 不 够 ， 在 这 方面 研究 的 任何 进 
展 ,都 可 能 对 新 型 计算 机 的 研制 产生 巨大 的 推动 .应 该 指出 ， 
把 模糊 数学 、 模 糊 逻 辑 和 大 脑 工作 原理 的 探索 联系 起 来 ， 
已 经 不 只 是 纯 理论 的 分 析 ， 而 获得 了 生物 学 研究 成 果 的 支 
持 .和 五 十 年 代 冯 * 诺 依 曲 的 猜测 不 完全 相同 ， 最 近 , 一 位 
芬兰 的 大 脑 生理 学 家 提出 ， 用 来 构建 大 脑 和 计算 机 的 基本 
元 件 的 活动 行为 是 完全 不 同 的 .计算 机 的 基本 元 件 是 晶体 
管 ， 大 脑 的 基本 元 件 叫做 “ 突 触 ”这 位 生理 学 家 认为 , 晶体 
管 和 突 触 的 一 个 首要 差别 是 ， 突 触 不 止 具 备 计算 机 使 用 的 
关 . 开 这 两 种 状态 , 突 触 能 够 部 分 地 开 , 部 分 地 关 . 所 以 突 甬 
除了 相当 于 二 值 逻 辑 的 0 和 工 这 两 种 状态 之 外 ， 还 可 能 有 
中 间 居 ,比如 十 分 之 九 .十 分 之 二 , 等 等 .用 模糊 逻辑 的 语言 
来 说 , 真 值 不 仅 可 以 取 0、1 两 种 极端 情形 , 而且 可 以 取 0、1 之 
间 的 中 间 值 . 如 果 这 一 结果 能 进一步 得 到 证 实 , 那么， 模 类 
数学 方法 在 智能 科学 研究 中 的 地 位 , 就 不 言 而 喻 了 ， 其 实 ， 
一 些 著名 的 计算 机 科学 家 也 早已 意识 到 ， 目 前 的 数字 电子 
计算 机 可 能 在 过 早 的 阶段 就 把 某 些 物 理 量 抽象 成 0 和 圭 
. ?4 ， 


一 开始 就 天 掉 了 大 量 有 用 的 信息 ， 这样, 大 脑 生理 学 家 、 逻 
辑 学 家 .计算 机 科学 家 想到 一 起 来 了 , 这 是 一 个 好 光头 ， 


2 经 济 科学 和 管理 科学 


.其 次 应 该 提 到 的 是 经 济 科学 和 管理 科学 . 

从 历史 上 看 ,经典 数 学 方法 向 经 济 科 学 领域 的 渗透 , 开 

始 确 实 是 为 了 摆脱 经 济 学 中 革 些 基本 概念 和 推理 方法 的 模 
、 糊 性 与 主观 随意 性 , 即 希 望 实现 经 济 学 从 定性 到 定量 、 从 找 
述 性 科学 到 精密 科学 的 转变 ， 在 这 个 方向 的 努力 取得 了 重 
要 成 困 并 且 导 致 了 数理 经 济 学 、 计 重 经 济 学 的 建立 和 发 展 . 
因此 , 现在 讨论 模糊 数学 方法 在 经 济 学 研究 中 的 应 用 , 可 能 
会 被 认为 是 一 种 倒退 ， 但 是 , 仔细 考察 与 经 济 学 有 关 的 “ 数 
量 ” 概 念 , 我们 将 发 现在 经 济 学 研究 中 使 用 查 德 意 义 下 的 模 
糊 概 念 和 方法 , 是 由 经 济 学 本 身 的 特点 决定 的 ， 首 先 , 经 济 
学 中 有 些 量 ,并 不 是 某 个 真实 量 的 具体 观测 值 .如 国民 收入 
这 个 数字 ， 并 不 是 真 的 把 每 一 个 国民 的 收入 统计 起 来 再 累 
加 得 到 , 而 是 在 某 些 约定 下 用 具体 资料 计算 出 来 的 . 这 些 
约定 即 实 际 的 计算 方法 , 在 经 济 学 家 间 看 法 并 不 一 致 . 因 
此 ,有 的 经 济 学 家 也 认为 ， 上 述 数字 所 反映 的 , “充其量 不 过 
是 某 一 时 期 内 的 一 种 倾向 罢了 “， 其 次 , 经 济 分 析 所 依据 的 
许多 概念 , 本 质 上 不 是 精确 的 , 而 是 模糊 的 ， 例 如 , 为 分 析 
中 小 企业 问题 , 要 对 大 .中 .小 企业 做 出 区 别 ; 在 国土 经 济 学 
中 , 离 不 开 诸 如 可 耕地 、 森 林 等 概念 ; 讨论 经 济 发 展 规 划 , 有 
,78 . 


小 康 水 平 的 提 法 , 所 有 这 些 , 细 究 起 来 , 都 是 模 类 的 .如 柴 
考虑 到 在 现实 经 济 生活 中 , 人 的 心理 感情、 经验、 习惯 经 党 
在 起 作用 , 那 就 应 该 承认 , 经 济 现象 确 有 某 些 重要 特征 是 和 
物理 世界 根本 不 同 的 、 用 本 质 上 属于 力学 的 经 典 数学 方法 
来 拱 述 经 济 现象 , 在 某 些 情况 下 是 很 不 合适 的 . 用 经 典 数学 
方法 建立 起 来 的 数学 模型 之 所 以 并 不 总 能 十 分 令 人 满意 地 
接近 实际 经 济 现象 , 其 症结 或 许 在 此 . 

， 有 一 种 看 法 , 认为 社会 主义 经 济 是 有 计划 的 商品 经 济 ， 
计划 就 要 求 精确 , 否则 就 不 成 其 为 计划 ， 因 此 , 这 个 生产 多 
少 ,那个 消费 多 少 , 希望 能 建立 一 个 数学 模式 计算 得 一 清二 
楚 , 尽 可 能 精确 . 这 种 看 法 , 值得 商机 . 杆 么 叫 计划 ?经 常 地 、 
自 党 地 保持 的 比 俩 性 , 就 是 计划 性 , 窗 品 经 济 的 一 个 重要 竺 
点 是 “ 活 ”， 生产 条 件 千 差 万 别 , 需求 情况 千变万化 ; 价值 规 
律 , 既 可 认识 , 又 不 可 穷尽 ， 因 此 , 就 总 体 说 , 我 们 的 计划 不 
可 能 巨细 皆 备 , 无 所 不 包 , 精密 无 误 .那么 理想 化 的 东西 不 
存在 于 现实 之 中 ， 我 们 的 计划 只 能 是 粗 线 条 的 和 有 弹性 
的 , 目的 在 于 保证 重大 比例 关系 比较 适当 , 使 国民 经 流 大 你 . 
按 比 例 地 协调 发 展 .显然 ,“ 比 较 "“ 大 体 "都 是 模糊 的 概念 . 

因此 ,从 根本 上 说 ,用 稚 糯 数学 方法 来 研究 经 济 现象 , 特 
别 是 宏观 经 济 规律 ,是 符合 实际 的 ， 当 然 , 目前 这 方面 的 工 
作 仍然 是 十 分 初步 的 ， 在 很 大 程度 上 都 是 经 典 工 作 的 简单 
平移 ,在 方法 上 和 结果 上 都 没有 新 的 突破 ， 

模 灶 数学 在 管理 科学 上 的 应 用 状况 要 好 一 些 . 

和 经济 学 一 榜 , 管理 科学 也 是 既 二 赤 又 年 轻 ， 说 古老 ， 
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因为 管理 思想 ， 古 已 有 之 ,说 年 轻 , 因为 它 真 正成 为 一 门 和 
学 , 也 就 是 从 本 世纪 初 开始 、 近 儿 十 年 来 ,管理 学 经 历 了 一 
个 从 “ 软 ” 到 “ 硬 ”, 又 由 “ 硬 " 到 软 硬 结合 的 变化 ， 第 二 次 世 
界 大 战 后 ,运筹 党 成 行 ,管理 学 家 大 量 信 用 数学 桩 型 和 电子 
计算 机 ， 在 这 段 时 间 ,， 管理 科学 (management scienoe) 和 和 
运筹 学 (operations Tesearch) 在 有 些 人 看 来 就 是 同 义 语 . 例 
如 , 他 们 认为 , 管理 的 目的 , 无 非 就 是 如 何 把 有 限 的 资源 分 
配给 不 同 的 部 门 或 单位 ， 某 个 部 门 或 单位 在 得 到 资源 后 如 
条 有 莹 地 加 以 利用 , 使 之 产生 最 大 的 效益 ， 具体 地 说 , 就 是 
在 生产 中 要 求 最 低 成 本 , 最 大 产量 ; 在 销售 中 要 求 得 到 景 大 


渔 ; 在 资源 分 配方 面 要 求 做 到 最 合理 ; 作为 消费 者 , 要 求 


誉 的 角度 看 ， 这 些 识 是 求 极 值 或 叫 最 优化 问 
天 ， 只 肥 剖 最 仿 解 求 出 来 , 问题 就 得 到 解 沁 ， 

但 是 , 五 十 年 代 来 期 , 有 些 学 次 提出 了 批评 意见 , 认为 
上 述 理论 虽 育 强调 定量 分 析 的 优点 ， 但 忽略 了 实际 经 济 生 
活 中 的 不 得 定性 和 现实 世界 中 的 复杂 性 以 及 作为 决策 者 的 
人 的 认识 的 局 限 性 ， 他 们 认为 , 在 复杂 的 客 强 世界 中 ,有 些 
问题 也 许 根 本 不 存在 最 优 解 ， 田 一 些 间 题 也 许 存 在 某 种 可 
能 的 最 优 锤 ， 但 这 种 最 优 解 只 有 在 必须 了 人 解 到 充分 信息 之 
后 才能 做 出 。 邵 果 不 具备 这 个 前 提 ，, 它 雄 终 只 是 潜在 的 最 
优 解 , 而 不 是 实际 的 最 优 解 , 例如 , 按照 商品 经 济 的 原则 ,在 
非 垄 断 的 条 件 下 ， 消 费 者 在 购买 同类 商品 时 总 是 选 价格 最 
低 的 ， 但 是 , 又 有 哪 一 位 闫 客 能 跑 遍 整个 市 场 找 出 最 低 价 
77 。 


格 的 商店 再 决定 购买 与 否 ? 任何 一 个 消费 着 实际 上 都 无 法 
掌握 关于 商品 价格 的 全 部 信息 , 因此 , 只 要 价格 对 他 来 说 是 
可 接受 的 , 即 令 他 满意 , 他 就 可 以 买 ， 换 句 话说 , 在 实际 管 
理工 作 中 作 决 策 的 人 , 并 不 是 理性 世界 的 人 ,而 是 “管理 的 
人 ”，“ 管 理 的 人 ”是 现实 世界 的 人 , 是 讲究 实际 的 人 .“ 管 
” 理 的 人 ”有 知识 、 有 感情 、 有 抱负 ， 也 有 局 限 性 。 他 的 行 
事 标准 是 令 人 满意 的 标准 ， 而 不 是 经 典 数学 意义 的 最 优 标 
准 , 我 们 在 引言 中 就 已 指出 ,“ 令 人 满意 ”是 一 个 模糊 的 概 


讨论 模糊 数学 在 管理 科学 中 的 实际 应 用 时 ， 必 须 注意 
这 个 问题 对 高 屋 和 基层 组 织 来 说 有 很 大 差别 ， 基 层 组 织 遇 
到 的 问题 往往 重复 性 强 , 这 样 , 时 间 长 了 , 经 验 积累 多 了 , 就 
能 掌握 它 们 的 规律 -一 -或 是 确定 性 的 因果 规律 ， 或 是 随机 
性 的 统计 规律 ， 于 是 ,我 们 就 能 建立 一 套 定型 的 方法 , 知道 
遇 到 什么 情况 ,应 该 如 何 判断 , 作出 什么 决策 ， 这 正 是 一 般 
运筹 学 所 讨论 的 问题 ， 例 如 , 一 个 企业 经 过 一 段 时 间 之 后 ， 
。 形成 了 存 迪 货 物 的 程序 ,什么 情况 下 应 该 存 什么 货 , 批量 是 
多 少 , 存 凤 论 给 我 们 提供 这 种 方法 。 这 样 , 过 到 类 似 问 题 ， 
针对 每 种 情况 都 有 成 套 的 固定 程序 ， 决 策 人 员 所 要 做 的 只 
是 用 这 个 固定 的 程序 去 计算 、 估 量 、 评 价 和 选择 , 这 类 决策 
称 为 程序 型 决策 . 

但 是 也 有 另外 一 种 情况 , 由 于 问题 过 于 复杂 , 很 难 用 一 
个 固定 的 程序 来 处 理 ， 相对 于 上 述 所 谓 的 程序 型 决策 , 把 
它 称 为 非 程 序 型 的 , 自然 , 这 种 分 类 不 是 绝对 的 ， 在 实际 生 
»。78. 


活 里 遇 到 的 决策 , 有 些 可 能 属于 完全 程序 型 , 有 些 则 属于 完 
全 非 程序 型 , 但 更 多 的 是 处 于 两 者 之 间 , 或 侧重 于 前 者 , 或 
侧重 于 后 者 .从 人 类 社会 各 种 组 织 中 的 基层 向 最 高 层 看 ， 
一 般 地 说 , 越 是 基层 , 程序 型 决策 越 多 ， 因 此 , 传统 的 运筹 
学 方法 对 基层 、 中 层 人 员 的 决策 应 用 较 多 , 相反 , 在 高 层 则 
用 得 较 少 ， 高 层 组 织 的 决策 , 往往 是 战略 性 、 方 向 性 ， 问 
题 复杂 ， 涉 及 面 广 ， 综 合 性 强 ， 不 确定 性 因素 多 ， 且 极 少 
简单 重复 ， 通 常 没有 现成 程序 可 循 ， 而 与 决策 者 本 人 的 经 
验 、 能 力 、 个 性 ,环境 等 有 密切 关系 ， 所以, 多 属 非 程 序 
型 ， 由 于 对 高 层 组 织 而 言 , 所 需 决 策 还 有 “不 怕 粗 , 但 怕 不 
对 头 ” 的 特点 , 允许 有 一 定 机 动 ( 即 不 确定 ) 的 余地 , 因此 , 可 
以 预料 ， 模 类 数学 方法 将 在 这 类 问题 的 研究 或 称 为 软 科学 

的 研究 中 发 挥 更 大 的 作用 . 
目前 , 传统 的 运筹 学 方法 如 岸 存 管理 、 全 面 质量 管理 、 
线性 规划 等 在 基层 经 济 组 织 已 成 为 常规 的 管理 手段 ， 但 
是 ,这 些 源 出 于 西方 工业 发 达 国 家 的 管理 方法 , 具有 强调 用 
定量 的 数据 说 话 ， 在 处 理 不 确定 现象 时 重视 数理 统计 方法 
等 特点 ,而 相对 地 忽视 对 企业 整体 的 认识 ， 例 如 , 对 各 部 门 
之 闻 由 于 协同 、 制 约 等 关系 而 出 现 的 问题 以 及 其 他 不 易 计 
量 的 因素 , 包括 企业 的 应 变 能 力 、 职工 队伍 的 土气 等 , 缺乏 
综合 的 分 析 归 纳 ， 如果 说 从 系统 论 的 角度 , 可 以 把 人 体 和 
企业 作 些 类 比 ,那么 ,对 人 体 的 保健 和 疾病 诊断 有 中 西医 之 
分 , 但 对 企业 管理 理论 , 目前 似乎 具有 “西医 ”, 若 能 借鉴 中 
医 理 论 , 不 是 孤立 地 看 待 企业 的 各 个 子 系统 , 而 是 从 整体 观 
， 2?9 ， 


念 出 发 ,揭示 各 个 子 系统 的 相互 联系 、 相 互 依存 又 相互 插 约 
的 规律 , 来 个 “中 西医 结合 ”， 探 索 出 企业 管理 的 一 条 新 路 ， 
将 是 很 有 意义 的 .因此 ,不 论 是 在 用 于 高 层 的 领导 科学 , 还 
时 在 用 了 基层 的 企业 管理 理论 的 研究 中 ， 模糊 数学 应 该 能 
够 做 出 自己 的 贡献 . 


8 语言 学 .文学 及 其 他 


人 的 自然 语言 特有 的 模糊 性 ， 合 语言 学 家 对 模糊 集 论 
方法 有 特殊 的 兴趣 ， 

1972 年 , 在 纽约 举行 了 一 次 关于 词典 学 的 讨论 会 ， 会 
上 著名 语言 学 家 拉 科 夫 作 了 一 个 在 词汇 方面 运用 懂 ee 
的 报告 ， 一 位 语言 学 家 在 讨论 这 个 报告 时 说 : “我 很 高 兴 
知 存在 着 模糊 集合 这 禅 一 种 东西 . 本 是 年 代 给 衣 
范 呈 下 定义 时 , 我 们 都 力求 非常 禄 确 . 因此 我 那 时 要 有 足够 
的 勇气 才 敢 于 说 : 象形 容 词 这 样 的 词 只 在 中 心 才 是 十 耸 清 
晰 的 ， 到 了 边缘 就 越 来 越 模 类 …… 对 我 当时 所 谈论 过 的 率 
情 ， 我 现在 有 了 一 个 可 爱 的 术语 : “模糊 集合 .“ 另 -位 语 


言 学 家 也 说 , “…"… 在 四 十 年 代 我 因 未 能 党 试 用 模 类 红线 定 
义 音素 而 失败 ，…… 五 十 年 代 我 因 来 能 用 模糊 界线 描写 记 


的 集合 而 败阵 ， 六 十 年 代 我 又 因 未 能 用 这 种 方法 定义 某 些 
语法 结构 而 失利 ，” 

事实 证 明 ， 从 模糊 集 的 角度 考察 语言 现象 ， 为 语言 学 
研究 开辟 了 新 的 途径 . 
80. 


顺便 指出 ， 二 十 年 前 ， 当 查 德 刚 刚 提出 模糊 集 的 概念 
时 ， 大 多 数 数学 家 特别 是 理论 数学 家 是 持 怀 疑 其 至 否定 态 
度 的 .可 是 ,苏联 一 位 最 著名 的 数学 家 匠 . M. 盖 里 范 特 院士 
却 敏 锐 地 看 出 查 德 的 工作 的 意义 ， 并 且 建 议 查 德 应 用 模糊 
集 论 方法 研究 人 的 自然 语言 ， 盖 里 范 特 在 苏联 数学 界 是 以 
润 诗 力 和 预见 性 著称 ,他 的 这 一 建议 是 成 略 性 的 , 今天 ,人 
们 发 现 对 自然 语言 的 定量 研究 不 仅 加 深 了 我 们 对 语言 规律 
的 理解 ， 而 且 和 人 工 智能 以 及 新 型 计算 机 的 研究 有 极为 密 
切 的 联系 ， 这 再 次 证 实 了 这 位 数学 家 的 远见 卓识 . 

当 语言 学 家 为 次 得 痰 糊 集 这 一 工具 而 感到 高 兴 时 ， 模 
摘 集 的 概念 也 进入 了 文学 艺术 领域 ， 我 国 一 位 文艺 理论 家 
首次 用 六 类 集 的 概念 讨论 了 文艺 作品 中 人 物性 格 的 棵 烦 狂 
与 明确 性 问题 ， 他 指出 “ 模 锁 性 是 艺术 形象 的 本 质 特点 ,也 
是 人 物 有 形象 的 本 质 特点 之 一 ”，“ 用 最 精确 的 数学 方法 米 罗 
求 艺术 ,反而 距离 艺术 最 远 >“ 人 的 内 心志 界 中 的 大 量 揽 训 
现象 , 是 经 典 数 学 无 法 描绘 清楚 的 , 用 丧 式 逻辑 也 不 可 能 撕 
绘 清楚 ，” 

事实 土 , 当 我 们 还 是 孩子 的 时 候 , 看 电影 每 当 出 现 一 个 
新 人 物 ,总 是 要 间 “ 好 人 还 是 坏人 ”, 把 所 有 的 人 都 区 分 为 好 
人 和 坏人 两 种 , 当然 十 分 期 确 面 不 模 融 ,但 也 十 分 不 真实 而 
毫 无 艺术 性 可 言 ， 可惜, 我 们 有 些 文学 作品 真 就 这 样 , “好 
人 ”完全 无 缺点 ， 形象 极为 高 大 ;“ 坏 人 ” 头 上 长 疤 漠 下 流 
脓 , 坏 透 了 ! 真实 世界 中 的 好 人 ,本 质 上 好 , 但 有 缺点 、 有 钳 
” 误 ， 有 时 使 人 恨 。 真实 志 描 中 的 坏人 ， 本 质 上 坏 , 但 有 
. 81， 


时 也 有 可 取 之 处 ， 爱 中 有 恨 ， 恨 中 有 爱 ,，“ 坏 ”中 有 “好 ”， 
“好 ”中 有 “ 坏 ”?， 构 成 了 极其 丰富 、 复 杂 的 人 的 内 心 贡 
界 . 

模糊 数学 得 以 进入 原本 与 数学 毫 不 “ 措 界 ”的 文学 领 
域 , 因为 它 是 一 门 适用 于 定性 研究 的 数学 。 社会 科学 需要 
适 于 定性 处 理 而 不 单纯 是 精密 定量 的 数学 ， 一 个 人 的 思想 
.感情 变化 远 比 太阳 系 的 轨道 来 得 复杂 ， 经 典 数学 可 以 很 好 
地 描述 太阳 系 各 行星 的 运动 轨道 ， 但 在 人 的 七 情 六 和 欲 面前 
却 显 得 苍白 无 力 .现在 当然 还 不 能 说 , 模糊 数学 的 方法 为 这 
些 复杂 现象 的 研究 提供 了 良好 的 手段 ， 但 它 确实 是 良好 的 
开始 . 一 

近年 来 , 自然 科学 奔 向 社会 科学 是 一 个 强大 的 潮流 , 模 
糊 数学 的 诞生 和 发 展 是 这 个 潮流 的 需要 .自然 科学 和 社会 
科学 的 相互 冲击 和 影响 , 导致 了 一 系列 交叉 科学 的 诞生 , 正 
- 如 许多 学 者 所 指出 ,交叉 科学 的 兴起 , 是 本 世纪 中 期 以 来 出 
现 的 一 个 重要 现象 . 由 于 四 十 年 代 以 后 世界 科学 出 现 了 一 
种 “饱和 现象 ”， 在 世界 范围 内 形成 了 一 种 大 规模 的 智力 机 
向 转移 .在 这 一 战略 转移 过 程 中 , 模糊 数学 弥补 了 经 典 数学 
过 分 妥 求 精密 的 局 限 , 实际 上 起 了 一 种 “ 粘 合 剂 ” 的 作用 ,在 
本 世纪 末 到 下 世纪 初 ， 世界 科学 将 会 出 现 交 叉 科 学 的 兴盛 
时 代 . 两 大 学 科 的 相互 交叉 和 渗透 ,是 不 以 人 们 意志 为 转移 
的 历史 必然 , 正如 马克 思 早 就 说 过 的 “自然 科学 往 后 将 包 
括 关 于 人 的 科学 , 正 象 关于 人 的 科学 包括 自然 科学 一 样 ; 这 
将 是 一 门 科学 ，” 
82 ， 


4 活 的 数学 


在 第 二 章 , 我 们 就 已 经 指出 , 模糊 集 是 通常 集合 在 形式 
上 的 一 种 推广 ， 集 合 论 是 近代 数学 的 基础 , 这 种 基础 上 的 
变动 不 能 不 对 数学 本 身 产生 潜在 的 .深刻 的 影响 ， 因 此 , 模 
糊 集 的 提出 固然 是 为 了 对 模糊 性 进行 数学 处 理 ， 但 另 一 方 
面 , 从 纯 数 学 角度 看 , 它 的 提出 也 为 数学 家 提供 了 一 个 更 宽 
的 框架 与 一 些 有 背景 的 课题 ， 例 如 , 在 经 典 集 论 中 ,元 素 或 
简称 点 和 和 集合 的 “属于 关系 ”是 最 基本 的 结构 ， 这 个 结构 在 
模糊 集中 应 该 有 所 反映 为 此 , 首先 应 把 通常 点 的 概念 推 
广 到 模糊 的 情况 , 这 是 容易 做 到 的 . 

定义 ” 论 域 U 上 的 模糊 子 集 的 隶属 函数 若是 
w= a; 


-fo 
t= 
Pe 0, v0. 


则 称 为 模糊 点 ， 以 wo 表示 ，0< 和 A\<1 为 常数 ， 当 入 = 时， 
oi 一 4 为 通常 点 . 

由 于 把 模糊 点 看 成 特殊 的 模糊 集 ， 而 对 任意 两 个 模 糙 
集 4、B 有 
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因此 ,很 自然 地 会 认为 ,车 入 <wmatQ), 则 有 QE 有 4. 

这 种 想法 很 直观 、 可 惜 , 这 个 表面 上 看 很 直观 的 想法 - 
却 有 严重 缺陷 , 设 有 模糊 集 4 n= 一 1 2，…。 令 Lo 一 

,83 . 
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1 
一 地 — 
守则 由 于 
一 个 ; 男 一 方面 , 若 令 


<<1, 所 以 a 不 属于 4, 中 的 任 


A= U4,, 


n=1 


Wa(@) = VY pal0) ~-V(1-777)-! 


(注意 , 这 里 的 符号 “V ”家 示 “ 取 大 ”, 当 数目 无 限 多 时 ,有 个 
了 到 梳 辽 过 程 ), 则 aE€ 4， 换 旬 话 说 , & 不 属于 小 中 的 住 合 
一 个 ， 孝 属于 所 有 4 的 并 , 也 就 是 4 不 能 择 一 而 属 ,“ 拌 一 
原则 > 不成立. 用 逻辑 的 语言 就 是 , 所 有 的 命题 都 是 假 的 , 它 
们 的 析 取 却 是 真 的 ， 这 当然 不 能 全 人 很 信服 . 

点 的 楼 烤 化 ， 使 我 们 讨论 点 和 集合 同 关系 直到 了 很 大 
困难 , 这 个 困难 是 本 质 性 的 , 从 而 导致 把 建立 在 属于 关系 这 
一 乱 攀 上 的 传统 数学 理论 推广 到 谍 糊 场合 的 努力 遇 到 严 这 
的 障 坦 .这 个 问题 的 镍 决 依赖 于 能 和 否 建 立 一 种 结构 , 它 古 渤 
常 集 论 中 “属于 ”关系 的 推广 , 但 又 不 至 于 出 现 上 述 了 矛盾 . 钼 
图 数学 家 证 明了 , 在 某 些 很 一 般 的 条 件 下 , 所 设想 的 关系 只 
能 是 所 谓 的 “ 重 于 关系 ”， 即 
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ww 十 和 >>1 
其 中 及 一 Asa(a) 
这 个 问题 的 解决 为 一 门 被 称 为 不 分 明 拓 扑 学 的 研究 开 
、84 ， 


发 了 一 个 新 方向 , 也 为 更 一 般 、 更 抽象 的 所 谓 “ 格 上 拓扑 学 ” 
的 半 谢 有 点 化 研究 建立 了 重要 的 模式 ， 在 这 里 ,数学 中 最 
基本 的 拓扑 结构 与 序 结构 得 到 很 好 结合 . 

到了 结束 这 本 小 书 的 时 候 ， 这 时 ， 我 们 想起 1962 年 
. 希 尔 伯 特 诞生 一 百 周年 纪念 会 上 ， 著 名 数学 家 及 . 库 朗 
在 德国 哥 鞍 根 发 表演 讲 ， 阐 述 这 位 当代 最 伟大 的 数学 家 之 
一 的 工作 及 其 对 数学 的 重要 影响 ， 库 亡 说 | 

“两 二 多 年 以 来 ， 昌 然 数 学 一 直 扮演 着 重要 角色 , 它 趣 
依然 在 随 着 时 间 而 变化 , 尤为 突出 的 是 , 它 在 不 断 地 背离 伟 
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“我 们 正面 临 着 一 种 危险 …… 其 危险 就 在 于 , 各 各 各 
样 的 力量 都 强调 抽象 的 方向 ， 致 使 伟大 的 希 尔 伯 特 学 派 的 
传统 只 有 这 一 个 方面 被 继承 下 来 . 

直观 和 逻辑 ， “扎根 于 实际 , 问题 的 个 别 性 和 影响 深远 
的 澶 象 的 一 般 性 , 这 是 两 对 矛盾 着 的 力量 ,而 正 是 矛盾 各 方 
的 起 伏 波 动 决定 着 活 的 数学 向 前 发 展 、 所以, 我 们 必须 防 
正 访 驱赶 而 只 向 有 生命 力 的 对 立 的 一 极 发 展 . 

“我 们 必须 把 数学 当 作 科学 长 河中 的 一 个 统一 和 
布 生 窜 的 支流 ， 加 以 爱护 ， 注 以 力量 ， 不 使 它 治 没 在 沙滩 
中 。 

“ 希 尔 件 特 以 他 感人 的 榜样 向 我 们 证 明 : 这 种 危险 是 容 
易 防 目的 ; 在 纯粹 和 应 用 数学 之 间 不 存在 鸿沟 ,数学 和 科学 
总 体 之 间 , 能 够 建立 起 果实 丰满 的 结合 体 ，” 
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模糊 数学 扎根 于 实际 ; 

模糊 数学 背离 了 传统 

模糊 数学 和 其 他 数学 分 支 一 起 推动 着 活 的 数学 向 前 发 
最 ; 

模糊 数学 是 活 的 数学 ! 
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